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PRÉFACE 


Le programme de Mathématiques Elémentaires de Mars 1962 prévoit 
la révision du programme de Trigonométrie de la classe de PREMIÈRE 
avec divers compléments. 


Nous avons rappelé, dans la Première Partie, les éléments indispen- 
subles sur les angles orientés, l'étude complète élan faite dans la Deuxième 
Partie de l'ouvrage de Géométrie. 


La Deuxième Parlie de l'ouvrage développe le programme de la classe. 
La démonstration de la formule donnant cos (a + b) a été faite à l'aide 
du produit scalaire, el nous avons donné, conformément au programme, 
des applications trigonométriques en utilisant les nombres complexes, 
dont la théorie est développée en Arithmétique. Nous avons terminé l'élude 
des systèmes linéaires en indiquant les systèmes fondamentaux caraclé- 
ristiques pour un triangle — d'où on peut déduire de nombreux problèmes 
de trigonométrie. 


Dans lu Troisième Partie, non au programme de la classe de Mathé- 
matiques élémentaires, nous avons développé la résolution des triangles 
qui est utile dans d'aulres études, et où un bon élève pourra toujours puiser 
des exemples de problèmes formateurs. 


PREMIÈRE PARTIE 


ARCS ET ANGLES ORIENTÉS 


CHAPITRE I! 


ARCS - ANGLES 


(Conforme au chapitre 8 de la Géométrie de la même classe) 


L — ARCS ORIENTÉS SUR UN CERCLE 


1. ARCS ORIENTÉS. ARCS GÉNÉRALISÉS,. 


Considérons deux points A et B 
d’un cercle (fig. 1). 


Il existe une infinité d’arcs 
d'origine A et B. En effet, il y en 
a deux de mesure inférieure à 2x. 
Si on ajoute à l’un d’eux par exem- 
ple AMB, un arc de mesure égale 
à un multiple de 2x, la somme a 
les mêmes extrémités que AMB. 


Distinguons par leur ordre les 
points A et B. Un arc AB étant choi- 
si, il est distinct de l'arc BA de même 
mesure arithmétique. En effet, si 

Fig. ! un point M décrit chacun de ces 
deux arcs de l'origine À (respective- 
ment B) à l'extrémité B (respectivement A) en se déplaçant toujours 
dans le même sens, les sens de déplacement sont opposés. On dit qu’un 
cercle est orienté si l’on choisit sur ce cercle un sens de parcours appelé 
« sens positif », le sens opposé s’appelant « sens négatif ». Ce sens est 
indiqué par une flèche sur la figure 1. On prend, sauf avis contraire, 
le sens inverse de celui des aiguilles d'une montre. Un cercle orienté 
s'appelle un eyele. Un arc prend alors une mesure algébrique, de valeur 
absolue égale à la mesure de l'arc (avec l'unité choisie), le signe étant + 
si pour décrire l'arc AB de A vers B le point M se déplace dans le sens 
positif, le signe étant — dans le cas contraire. 


Nous convenons de désigner par AB (ou AB) la mesure algébrique 
d'un arc AB déterminé par son origine A et son extrémité B sur un 
eycle donné. 
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2. RELATION FONDAMENTALE ENTRE TOUTES LES MESURES 
D'UN ARC GÉNÉRALISÉ. 


Nous avons dit que la donnée des points ordonnés A et B déterminait 
une infinité d’arcs. 

Si & est la mesure de l'un d’entre eux, tous les arcs obtenus en ajou- 
tant ou en retranchant un arc de mesure 2x ont pour extrémité B. La 
mesure de tous ces ares est donc donnée en prenant le radian pour 
unité, par æ + 2kr, k étant un entier relatif quelconque (c’est-à-dire 
que keZ). Lorsqu'on choisit un are, ce qui revient à spécifier la valeur 
de k, on dit qu'on choisit une détermination. 


Si a et x, sont deux déterminations de l'ensemble des arcs d'origine 


À, d'extrémité B, on a: 
0 = 2kr (keZ) 


Nous conviendrons d'écrire 
di = dr 


(On lit « congru à æ, modulo 2x). 
C'est une relation d'équivalence (voir arith.), car : 
a) m=u + = +0 x 2x. 
b) Si œ& = œ (mod 2x) 

on a 


(mod 2x) 


a = as + 2km (keZ) 


donc 
= —2kr + = (mod 27) 


©) Si mi = (mod 27) <> Gi = a + 2kr (keZ) @) 


et si 
ay 2 (modr) <+ ea + 2h (keZ) (2) 


en ajoutant (2) à ({)on a: 
di + a = Ga + as + 20 + km 


Comme k + keZ, on a: 
& = (mod 27) 


On détermine donc des classes d'équivalence. L'une d'elle s’appelle 
un are généralisé d'origine A et d'extrémité B (un arc généralisé est 
donc l'ensemble des arcs se déduisant de l'un d’entre eux de mesu- 


re æ« par la relation x + 2kx, keZ). Si on désigne par AB la mesure 
d'un tel arc, « étant la mesure d’une détermination, on écrit : 


AB=4c+2kx ou AB=« (mod 2x) 


Il est clair que BA—-—x (mod 2x) 


REMARQUE. 
Si l'unité est le degré, on a AB = « (mod 3600) 


Si l'unité est le grade, on a AB — « (mod 400 gr.) 
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3. RELATION DE CHASLES. 


Soient À, B, C trois points quelconques sur 
un cercle orienté (fig. 2). 

Il existe un arc de mesure arithmétique 
inférieure à 2x, d’extrémités A et B sur 
lequel se trouve C. Si on désigne par ÿ la 
mesure algébrique de cet arc, par « et f cel- 
les des ares AC et CB, en remarquant que ces 
trois nombres sont toujours de même signe 
(négatif sur la figure 2),on a: 


Fig. 2 Y=ce+8$ a) 


Mais d’après le $ 2 pour chaque arc d’origine A k 
Jun p. qui origine A et d'extrémité B, 


AB = a +2kx 
de même, A4, et k,eZ, tels que 
BC—B+2kr et 
et en tenant compte de (1) 
À — kr = ÀB — 2h + BC — 2kr 


Ac = y +2kr 


soit : 
AC = AB + BC + 2x (ka — ki — ki) 
Comme k;— k — k,eZ, 
en posant 
on obtient 
Autre forme: Comme CA = — AC 


AB + BC + CA = 0 (mod 2x) 


II. — ANGLES ORIENTÉS 


4. RAPPEL. 


Un angle est la portion de plan comprise entre deux demi-droites 
issues d’un même point appelé « sommet de l'angle ». Les angles sont 
des grandeurs mesurables et il existe aussi 3 systèmes d'unités : grades, 
degrés (ou leurs sous-multiples) et radians. Si l’on considère un cercle 
centré au sommet, l'angle détermine sur ce cercle un arc et on sait que 
l'angle a même mesure que l’arc, quand on choisit des unités corres- 
pondantes, 
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5. PLAN ORIENTÉ. 
DÉFINITION : Un plan est orienté lorsqu'un cercle étant tracé dans 
ce plan, le sens d'orientation de ce ecrele est déterminé. 


6. ANGLE GÉNÉRALISÉ DE DEUX DEMI-DROITES DE MÊME 
ORIGINE. 


Considérons deux demi-droites OA, OB dans cet ordre (fig. 4). Tra- 
çons un cercle de centre O de rayon arbitraire les rencontrant en A et B. 


pe : 
On associe l'arc AB à l'angle AOB. Par définition à une détermina- 
ES 


— + 
tion de AB on associe une détermination de l'angle (OA, OB) mesurée 
par le même nombre relatif. Comme pour les arcs, il y a une infinité de 
mesures déduites de l’une d’elles & par 

> 
(OA, OB) = « + 2kr 
que l’on écrit aussi : 
+ > 
(OA, OB) = æ (mod 2x) 


CONSÉQUENCE : Si OC est une troisième demi-droite d'origine O, 


Ac = AB +6C (mod 2x) 


+ — > > > > 
+ (OA, OC) = (OA, OB) + (OB, OC) (mod 2x) 
C'est la relation de Chasles. 
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Z. CONSÉQUENCE : ANGLE GÉNÉRALISÉ DE DEUX AXES 
(fig. 4). 


+ + 
Etant donné deux axes 77, yy dans un plan orienté, par un point O 
menons les demi-droites OA et OB parallèles et de même sens que 
+ = 
les axes. Par définition, (OA, OB) est égal à l’angle généralisé des deux 
> > > > 
axes : (OA, OB) = (z'z, y'y) 
Si « est l’une des mesures, on peut écrire : 
> —> 
GT, J'y) = x (mod2r) (keZ) 
CONSÉQUENCE : 


Si z’z est un troisième axe, menons la demi-droite OC parallèle et 
de même sens. On a: 


+ > + > + — 
(OA, OC) = (OA, OB) + (OB, OC) (mod 2x) 
+ + + + — 

æ (#7, 27) = (2, VY + WU 79 (mod 2x) 


+ + + + + — 
<< (27, yy) + (y'y, 77) + (77, z'x) = 0 (mod 2n) 


C’est la relation de Chasles pour les axes. 


8. ANGLES DE DEUX VECTEURS. 


> > 
Soient V, et V, deux vecteurs dans le plan orienté, Considérons des 
> > 
axes zx, y'y supportant ces vecteurs et de même sens qu'eux. Par 
+ + = + 
définition l'angle de V, avec V, sera l'angle de z'x avec y'y. 


> + 
Nous conviendrons de Pécrire (Vi, Vi). 
Les résultats du $ 7 s'étendent donc aux angles de vécteurs. 


9. ANGLE POLAIRE D'UN AXE ET D'UN VECTEUR. 


Soit z’x un axe bien déterminé appelé axe polaire de vecteur unitaire i. 
On appelle angle polaire d’un axe y‘y l'angle : 
+ + 
(2, yy) Bg. 
De même, on appelle angle polaire d'un vecteur V l'angle : 
++ 
&v 
> + 
On conviendra de l'écrire aussi (z’7, V), cette notation ne présentant 
aucune ambiguïté. 
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10. CONSÉQUENCE. - Mesures algébriques d'un angle de deux axes 
déterminés par leurs angles polaires 6, et 6,. 

Soient y'y et z’z les axes d'angles polaires 6, et 6, par rapport à l'axe 
polaire x’r. Par définition : 


+ + + + 
Ga yy) = 6 Gz, 72) = 0, (mod 2) 
RP > + 
Or: Q'y, 22) = (y, 22) + (2, 27) (mod 2x) 
ae 
d'où : Qu, 27) = 6 — 0, + 2kt  (keZ) 


et on peut énoncer : 


THÉORÈME : Les mesures algébriques d’un angle de deux axes 
repérés par leurs angles polaires, sont égales à la différence des angles 
polaires de l'axe extrémité et de l’axe origine (augmenté de 2x). 


REMARQUE. — Même démonstration et même théorème pour 
l’angle de deux vecteurs. 


11. ANGLE DE DEUX DROITES (fig. 5). 


Deux droites (D) et (D') concourantes forment quatre angles deux à 
deux égaux (opposés par le sommet ou supplémentaires). Supposons 
le plan orienté, et plaçons un axe z'x sur (D) et y'y sur D’. 


Fig. 5 


As 
Posons (z'z, y'y) = & (mod 2x) @ 


> + + + + > > — 
@Ona (er,yy) = (xxx) + (az, yy) + (y'u yy) (mod 2x) 
+ + 


 — 
or Gr, 22) = (yy y) = 7 {mod 2r) 
Leur somme est donc 2x (mod 2x). Il en résulte que 
+ + > — 
Guy) = (x, wy) (mod 2x) 


On peut donc, dans un angle d’axes, remplacer les axes 
par les axes opposés. 
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+ > + + > 
e0na Gex’, y'y) = (ax, vu) + (Guy, y'y) (mod 2x) 
a+ (mod 2x) (2) 


+ + > — 
@ Comme (zx, y'y) = (xx, w') 

on constate que toutes les mesures des angles d’axes, dont le premier 
est porté par la droite (D), le second par la droite (D') sont données 
par (1) et (2) c'est-à-dire respectivement par : 


æ + 2km 
ou a +7 + 2km = a + (2k + 1) 


On ajoute donc à la mesure a del'un des angles soit un multiple 
pair, soit un multiple impair du nombre x. L'ensemble se résume par 


œ + Kr (KeZ) 
Pour deux déterminations «, et æ, correspondant à K, et K,, on a: 
om = 0 + Km a = 0 + KT 
soit @ — ds = (Ki — Kit = Mt (eZ) 
On obtient donc une relation que l'on convient d'écrire : 
M = (mod r) 


On montre, comme au paragraphe 111 que c’est une relation d’équi- 
valence. 


Une classe d'équivalence est dite l'angle des deux droites ordon- 
nées (D), (D’). On écrira : 


D, D)= 0 (mod x) 


112* CONSÉQUENCES. 


+ > 
© 1°) Si D et D’ désignent respectivement deux axes de supports 
(D) et (D’), on peut donc écrire (par définition) 


> + 

@, D) = (D, D) + kr 

> —> 
ce qui n’est pas équivalent à (D, D’) = (D, D’) — kx car le premier 
membre désigne un angle défini à 2kx près, alors que le second membre 
est un angle défini à kr près. 
© 2°) Si D, D’, D’ sont trois droites, on a 
> + 
@, D’) = (D. D) + kr 


RS 
@, D = (D, DD + kr 
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Ajoutons : 
+ > + + 
@, D) + (D, D7 = (D, D) + (D’, D + (ki + ke 


Or, dans le second membre on peut utiliser la relation de Chasles. 
Il vient : 


> > 
@, D) + (D’, D = (D, D9 + (+ kr 
> = 

Or par définition: (D, D) = (D, D?) + kx 
donc : @, D) + (D’, D) = (D, D? (mod x) 

C’est la relation de Chasles pour les angles de droites. 
© 3) On appelle angle polaire d’une droite (D) à partir d'un axe polaire 
Oz, l'angle 

(Oz, D) [défini à kw près]  (keZ) 

que fait la droite (D) avec la droite support de l’axe polaire. 


© 4) Si 6, et 8, sont les angles polaires de deux droites (D) et (D:), 
on a: 
(Ds Ds) = (D, Or) + (Or, D:) = 0 — 0, + km (keZ) 


12. REMARQUE. 
I1 convient de ne pas confondre les deux notations : angle d’axes 
ou de vecteurs que l’on écrit : 
+ — 
(zx, y'y), angle défini à 2kx près 
et l'angle de deux droites 
(z'z, yy), angle défini à kr près. 
Par exemple, on pourra écrire : 
> > + + — + + 
C2, vu) = (22, vo) + Qu, VU) + 2km = (es, uy) +7 + 2kr 
et 
Gaz VU) = Ga qu) + Qu, vu) + kr = (ax, uu) + Kr 
(avec K = k + 1). 


III. — APPLICATIONS (GÉOMÉTRIE PLANE) 


13. BISSECTRICE D'UN ANGLE DE DEUX AXES (OU DE DEUX 
VECTEURS). 


DÉFINITION. — Etant donnés dans un plan orienté deux axes 
‘Or, y'Oy, on appelle bissectriee un axe f’{, tel que : 
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+ > > > 
Ga, tD = Chu) (ig 6) 

S1 6,, 6,, @ sont les angles polai- 
res des axes z'z, g'y et 'i, à partir 
d’un axe polaire déterminé, on peut 
écrire : 


p— 8 = 06 —p (mod 2x) 


2 = 6 + 0, (mod 7) 
ou : pin + kr FA: 


Si l'on donne à k des valeurs paires O, 2, 4, etc.…., on obtient une 
première direction. Si l’on donne à k les valeurs impaires 1, 3, 5, etc..., on 
obtient la direction opposée. I1 y a donc une drolte bissectrice lt, d'où : 

THÉORÈME : L'angle polaire de [Is] bissectrice d'un angle de deux 


axes (ou de deux vecteurs) est égal à la demi-somme des angles polaires 
des deux côtés de eet angle. 


14. BISSECTRICES D'UN ANGLE DE DEUX DROITES (Fig. 7). 


DÉFINITION. — Si l'on considère deux droites (D,) et (D:) d’angles 
polaires 6, et B,, on appellera bisseetrice une droite (A) passant par 
leur point d'intersection et telle que : 

(Ds, A) = (A, D;) (mod 7) 

Si @ est l'angle polaire de (A), on aura : 

p— @ = 0 — p (mod x) 
ou: 29 = 6, + 0, + 4x  (keZ) 
Gi= 6, + 0 kr 


2 +2 


tAa) 


(Da 
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Si l'on fait k — 0,2, 4, … 2x, ona: 


-u+e 


2 + Ar (eZ) 


Le 
d'où une droite (A). 
Si l'on fait k — 1, 3, 5, …(2X° +1), on a 
8, + & 
= ER 4+E4+nr 0e 
d'où une droite (A;) perpendiculaire à (A). 


THÉORÈME : Un angle de droltes admet deux bissectrices perpen- 
diculaires. Les angles polaires de ces droites sont égaux à la demi-somme 


Le 
des angles polaires des deux droites à _— près. 


15. ANGLES SYMÉTRIQUES 
PAR RAPPORT A UNE 
DROITE. 


Soit (D) un axe de symétrie 
= + 


(fig. 8). Deux axes z'r et in X° 
seront dits symétriques par rapport 


à (D) s'ils admettent (D) pour bise Di 


sectrice. Si lon prend pour axe x 
polaire un axe porté par (D) les an- 

gles polaires 6 et 6, des deux axes 
seront tels que : 


6 = —6, (mod 27) 


_ _ 
Soient y'y et y'1y, deux autres axes 
symétriques par rapport à (D), d’an- 
gles polaires @ et @r. * 
as Fo. 8 
g = —m (mod 2x) 


> —> > 
Comparons les deux angles (2’z, y'y) et (riz ÿ'iÿi). 


ER 
On peut écrire (mod 2x): (2x, y#) = g — 0 


= —qg +84 = —(m— 06) 
+ + > 
d’où : 2, Vu) = — (ro Vin) 


Le ralsonnement est le même pour des angles de droites. 


THÉORÈME: Les mesures de deux angles de droites ou d’axes symé- 
triques par rapport à une droite sont deux nombres opposés. 


ARCS - ANGLES 1? 
EXERCICES 
Acl. — Marquer sur un cercle orienté les extrémités des arcs ayant pour 
mesures : 
1300, 210, 2409 , — 1350, — 300° 
200gr 470g — 130g — 4208 — 7308 
LE 5n 10% A5 
3 4 2 3 3 
# 
A-2. — Sur un cercle orienté, on marque l'extrémité M, de l'arc AM, 
27 
ayant pour mesure — ——, puis N, l'extrémité de l'arc MAN, = + 45°, puis 


8 
P, l'extrémité de N;P, = — 200gr. 


Æ 
Déterminer la mesure du plus petit arc positif AP;. 


A3. — Solent Met M les extrémités, sur un cercle orlenté, des ‘deux 
arcs de mesures respectives & et «/. Déterminer les mesures des arcs ayant pour 


extrémités les milleux des arcs MM'. Comparer ces milieux. 
2 5m 


Application numérique : & = —- a = — 
6 


A-4. — Déterminer les angles polaires des n sommets d'un polygone régulier 
convexe: (ou concave) inscrit dans un cercle orienté, sachant que l'angle polaire 
d'un des sommets est 8. Pour quelles valeurs de 6 l’origine des arcs est-elle l'un 
des sommets ? 


B-5. — Par les n sommets d'un polygone régulier convexe de centre O, admet- 
tant À comme sommet, on mène les tangentes au cercle circonscrit à ce polygone. 


ee 
En prenant OA pour axe polaire, déterminer les angles polaires des divers som- 
mets du polygone qu'on obtient, ainsi que les angles polaires des divers côtés. 


DEUXIÈME PARTIE 


FONCTIONS CIRCULAIRES 


CHAPITRE II 


FONCTIONS CIRCULAIRES 


L — DÉFINITION DES FONCTIONS CIRCULAIRES 


16. CERCLE TRIGONOMÉTRIQUE. — On appelle cercle trigo- 
nométrique, un cercle orienté dont le rayon eët l'unité de longueur 
Le sens de parcours choisi pour sens positif est d'ordinaire le sens in- 
verse des aiguilles d'une montre. (Fig. 9). 


Fig. 9 


On associe à ce cercle (C) de centre O un système de deux axes 


> = _ 
orthonormés 2'Or et y'Oy tels que l’axe y'Oy se déduise de l’axe 


> r 
z’Or par une rotation de + — autour de O. 
2 
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A, A’, B, B’ désigneront respectivement les points de rencontre des 
2 
demi-droites Or, Or’, Oy, Oy' avec le cercle (C). AB est le premier 
2 4 La 
quadrant, BA’ le deuxième, A'B’ le troisième, B'A le quatrième, 


ES 
Nous choisirons À pour origine des arcs orlentés et x/x pour axe 
polaire origine. Un point M du cercle trigonométrique sera parfaitement 


2 

déterminé par la mesure à 2K7 près de l’arc trigonométrique AM, ou de 
+ + 

l'angle trigonométrique (Oz, OM). Soit x cette mesure, nous écrirons 

# > > 

AM = (0x, OM) = &. 


17. DÉFINITIONS. (Fig. 9). 
1°) On appelle eosinus de l'arc «, l’abscisse de M dans le système 


d’axes rOy et l’on écrit [eosæ = OP |. À toute valeur de «, on fait 


ainsi correspondre un nombre OP bien déterminé. 


Donc on détermine ainsi une fonction de «, définie quel que soit « 
et telle que : 


—1<eosæ<1 (car P varie entre A et A!). 


2) On appelle sinus de l'arc «, l’ordonnée du point M dans le même 


système d'axes, et l'on écrit 


On détermine ainsi une fonction de « définie quel que soit « et 
telle que 
— 1 $sina<&1 (car Q varie entre B et B') 


3°) On appelle tangente de l'arc « l’ordonnée du point T de ren- 
contre de OM avec la tangente en A au cercle (C) et l'on écrit : 


t@u = AT 


es 
en remarquant que l'ordonnée de T est aussi la mesure de AT sur l’axe 
Le = 
AY parallèle à Oy et de même sens. 
On détermine ainsi une fonction de & définie pour toute valeur de 
Li 
a différente de — (mod x)(si M est en B ou B', la fonction n’est pas 
2 


définie puisque OM et AY sont parallèles), tg« peut prendre n’importe 
quelle valeur. 
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4°) On appelle cotangente de l'arc & l’abscisse du point T’ de 
rencontre de OM avec la tangente en B au cercle (C) et l’on écrit : 


cotga = 


: > 
en remarquant que l’abscisse de T’ est aussi la mesure de BT’ sur l'axe 
= > 
BX parallèle à Ox et de même sens. 


On détermine ainsi une fonction de « définie pour toute valeur de œ 


Li 
différente de (2K + 1) — (si M est en A ou A’ la fonction n'est pas dé- 
2 


finie puisque OM et BX sont parallèles). cotg « peut prendre toute 
valeur. 


Le cosinus, le sinus, la tangente et la cotangente d’un arc cons- 
tituent les fonctions circulaires (ou lignes trigonométriques) de l’arc. 


Remarque : On appelle séeante et cosécante d’un arc, respective- 
ment l'inverse du cosinus et l'inverse du sinus et on écrit : 


1 1 
coséca = — 
cosæ sinæ 


séca = 


18. PÉRIODICITÉ DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 
1°) Si l’arc & varie d’un multiple de 2x le point M ne varie pas ; 
donc les coordonnées de M restent les mêmes et l’on a : 
cos (x + 2Kx) = cos& (KeZ) 
sin (œ + 2Kx) = sin 
On dit que le sinus et le eosinus sont des fonctions Périodiques de 
période 2r. 


2°) Si l’arc & varie d’un multiple de x, le point M demeure inva- 
riant (si le multiple est pair) ou est remplacé par le point diamétralement 
opposé M', mais les points T et T’ demeurent invariables, donc : 


t8 (x + Kr) = té 
cot (a + Kr) =cotga 


On dit que la tangente et la cotangente sont des fonctions pério- 
diques de période x. 
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19. RELATIONS FONDAMENTALES. 
1°) Dans le triangle 
Y rectangle MmO (fig. 10), 
on a: 
OM: = Om + mM° 
Comme : 
mM = On,ona: 
OM: = Om + On 
Or Om = cosæ 


et On = sina. 


Donc : 


quel que soit &. 


Fig. 10 


2°) Dans les triangles homothétiques OAT et OnIM (fig. 10) on a : 


_ _ 
AT oA 

ni 
mM Om 


Or, le rapport de 2 vecteurs parallèles est le rapport de leurs mesures 
sur un axe parallèle. La relation précédente s'écrit donc : 


AT OA 


c'est-à-dire : 


€2) 


De même dans les triangles homothétiques OB1” et OnM' : 


+ -# 
BT' O0B 

ES 
nM On 
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ou : 


ou : 


c’est-à-dire : EN 


d’où : «& 


Les relations (1) (2) (4) sont les 1 
métier Elles vont VOA y ge ités fondamentales de a trigono- 


De la relation (2) on déduit : 
sinœ = coso . tgæ 
En remplaçant dans (1) {l vient : 
costa + Costa . 18% = 1 


1 
ou : L+tgao = — 
costæ 
On déduit : 


€ 
6) 
VT + ga fen posant € = +1] 


D'où en remplaçant cos« par sa valeur dans sina = cosæ. tgo, 1] vient : 


Cosx = 


etgx 


sinx = (6) 


V1 + tea 


Géométriquement, si tgc est donnée T est déterminé. 

e (fig. 10 
arcs ayant pour tangente : tga sont terminés en M ou M’ ts Pre 
tralement opposés, dont les coordonnées sont opposées ; on trouve donc 


bien deux valeurs symétriques possib] 
Fo E à et qu P les pour le cosinus et le sinus cor- 


Exercices Nes 6 à 13, 27 et 28. 
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II. — FONCTIONS CIRCULAIRES D'UN ARC TERMINÉ DANS 
: LE PREMIER QUADRANT. 


20. Les fonctions circulaires des arcs terminés dans le premier quadrant 
sont les mêmes que celles des arcs de mesures comprises entre o et 


T 
— ; car en ajoutant ou retranchant un multiple convenable de 2x à la 


mesure d’un arc terminé dans le premier quadrant on obtient un nombre 
r 
compris entre o et —. Ces fonctions circulaires sont positives nulles 


ou infinies. 


De telles fonctions circulaires s’obtiennent en utilisant, soit les tables 
de valeurs naturelles, soit les tables de logarithmes. 


21. EXEMPLES D'UTILISATION DE LA TABLE DES VALEURS 
NATURELLES. — Consulter les tables de la page 139. 


Les angles de O à 45° (ou de 0 à 50gr.) se lisent dans la 1'e eolonne 
à gauche et les valeurs des fonctions circulaires lues dans la 1°° ligne 
du tableau, sont situées dans les colonnes correspondantes : 
sin 23° — 0,391 ; cos 27gr. = 0,911 ; tg 43° — 0,933 ; cotg 35gr. — 1,632 
Les angles de 45° à 90° (ou de 50gr. à 100gr.) se lisent dans la dernière 
colonne à droite et les valeurs des fonctions circulaires lues dans la 
dernière ligne du tableau, sont situées dans les colonnes correspondantes : 
sin 780 — 0,978 ; cos 67gr. = 0,495 ; te 619 = 1,804 ; cotg 800 = 0,176 


A. — DÉTERMINATION DES LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES 
D'UN ANGLE AIGU. 
1er exemple: sin 54° 12! 
Les tables donnent : sin 55° — 0,819 
sin 54° — 0,809 


Différence — 0,010 


En première approximation, on admet la proportionnalité des varla- 
tions du sinus aux variations de l'angle. D'où le raisonnement : 
Pour une augmentation de 1° ou 60’, le sinus augmente de 0,010 


0,010 
» » de 1, » » de —— 
60 
» » de 12’, » » de 
0,010 x 12 
= 0,002 
60 


D'où : sin 54° 12 = 0,811 
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2e exemple: cotg 22,35 gr. 


Les tables donnent :  cotg 22gr — 2,778 
cotg 23gr — 2,646 


Différence — 0,132 
Pour une augmentation de 1gr, la cotangente diminue de 0,132 
Ê » de 0,35gr » 7 sde 
0,132 x 35 
——— 2 0,046 


100 
D'où : eotg 22,85 gr — 2,732 


Exercices Nos 15-20. 
B. — DÉTERMINATION D’UN ANGLE AIGU CONNAISSANT UNE 
LIGNE TRIGONOMÉTRIQUE. 


1er exemple: Trouver l’angle aigu ayant pour tangente 0,350. 
Dans les tables, ontrouve :  tg 20° — 0,364 


tg19° — 0,344 


Différence = 0,020 


Pour une augmentation de la tangente de 0,020, l’angle augmente de 
1° ou 60’. 


Pour une augmentation de la tangente de 0,350 — 0,344 — 0,006, l'angle 
60! x 6 
augmente de —— = 18’. 
20 
L'angle vaut donc environ 19018’. 


2° exemple : Trouver l'angle aigu ayant pour cosinus 0,777. 


On trouve : cos 43gr = 0,780 
cos 44gr = 0,770 


Différence — 0,010 
Pour une augmentation du cosinus de 0,010, l'angle diminue de 1 gæ 
ou 100 cgr. 
Pour une augmentation du cosinus de 0,777 — 0,770 — 0,007, l'angle 
100cgr x 7 
diminue dé ——— = 70 gr 
10 
L'angle vaut environ 43,30 gr (ou encore 39°) 
Bien observer que pour un angle compris entre 0 et 90 : 
le sinus et la tangente croissent avec l'angle, 
le cosinus et la cotangente décroissent. 
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Si on désire un calcul plus précis, on emploie les tables de lugarithmes 
dont l’usage est indiqué en Algèbre. 


Exercices N°s 21 à 24. 
22. FONCTIONS CIRCULAIRES DES ARCS USUELS. — Détermi- 
FT, T KR TH 


nons les fonctions circulaires des arcs usuels o, a” — —, — 


ILest immédiat (Fig. 10) que : 
eos o = OA —1, sino —0, tgo —0, cotg o: infinie 


Li Li x 
eos — — 0, sin — = OB —1, ty —: infinie, eotg — = 0 
2 2 2 2 


Soit M l'extrémité d’un arc « compris 


M 
T 
entreoet—. Si M' est le symétrique 
2 
de M par rapport à Ox, P le point d’in- 
tersection de MM’ avec Or,on a: 
ax ; 
MP = sinx = — MM’ (fig. 11) 
2 


M° THÉORÈME : Le sinus d'un are 
Fig. 11 (ou d’un angle) compris entre o et 
T 
— est la moitié de la longueur de la corde qui sous-tend l'are double 
2 


du eerele trigonométrique. 


F 
10) Si &æ = —, MM est le côté de l'hexagone inscrit ; sa longueur 
6 


est égale au rayon 1 du cercle. 


T 1 T va 


2 6 


sin — — 


LL 
sin — 
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Li 
2°) SI & = 5; MM' est le côté du triangle équilatéral inscrit ; sa 


longueur est égale à 1/3. 


T e Li 1 
= tg— = V3, cotg — — 
3 3 


1 


cos — te TI va 
3 


L3 
3) St &œ — Fa MM' est le côté du carré inscrit, sa longueur est 


égale à V2. 


L L 
sin— = cos — = 


4 


ui T 
tg— = cotg — = 1 
4 4 


IIT.- FONCTIONS CIRCULAIRES DES ARCS ASSOCIÉS. Fig. 12). 


23. ARCS ASSOCIÉS. 


Etant donné un arc 


# 
AM=0, 


on appelle arcs associés 
à cet arc, les arcs ayant 
pour origine A et pour 
extrémités respectives 
les symétriques M,, M, 
Ms, Ma de M par rapport 
aux axes, au centre et à 


bissectrice des 
> + 
axes Oz et Oy (fig. 12). 


Pour comparer les 
fonctions circulaires des 
arcs associés, nous utili- 
serons les résultats sui- 
vants : Fig. 12 
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> + A ; 
1°) L'angle polaire (Or, OM) a même mesure que l’arc AM qu'il inter- 
cepte, à 2Kx près. 


2°) Pour qu’une droite soit bissectrice de l’angle de deux axes, il 
faut et suffit que son angle polaire soit égal à la demi-somme des angles 
polaires des deux axes [à Kx près]. 


24. 1°) ARCS OPPOSÉS (Fig. 12).Soit M, le symétrique de M par rapport 


= ee 
à Oz ; la droite Oz est la bissectrice des axes OM et OM, ; son angle 
polaire est nul[à kx près]. 
Done, pour que M et M, soient symétriques par rapport à Oz, il faut 
A # 
et suffit qu’en posant AM = & et AM, = 0, On ait : 
æ + œ 
—— = Kr 
2 
c'est-à-dire : & = —a+2Kr 
2 
Les ares AM et AM, sont dits opposés, car leurs mesures sont opposées 
(@ 2Kx près). 
M et M, ont mêmes abscisses et des ordonnées opposées, donc : 


ao 


25.2) ARCS SUPPLÉMENTAIRES (Fig.12).Soit M, le symétrique de 
2 
M par rapport à Oy. En posant AM, — «4 et en remarquant que l'angle 


T 
polaire de la droite Oy est — [à Kx près} il vient la condition nécessaire 
2 


et suffisante : 


œ + T 
—— #=—+Kr 
2 2 
qu? = T—-c+2K7r 


2 
Les arcs AM et AM, sont dits supplémentaires. 
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M et M, ont mêmes ordonnées et des abscisses opposées. Donc : 


cos (t — a) 
sin (7—«) 


tg (t—a) Ca 
cotg (x — «) 


26.3°)ARCS DIFFÉRANT DEr4Flg. 12 Soit M, le symétrique de Mpar 


rapport à O.Ona: AM, = AM + MM, + 2Kx. En posant AM, = 
il vient la condition nécessaire et suifisante : &, = & + 7 + 2 Kr. 


Les coordonnées de M et M, sont deux à deux opposées, Donc : 


cos (x + a) 


sin (x + a) an 


t8@ m+o) 
cotg (x + a) 


27.4°)ARCS COMPLÉMENTAIRES.(Fig.12). era M. le symétrique de M 
par rapport à [Ia] bissectrice OX des axes Oz, og. 


En posant AM, = «, et en remarquant que l’angle polaire de OX est 
L2 
— (à Kx près), il vient la condition nécessaire et suffisante 
4 


œ + T 
=— +Kr 
4 


2 
ou 
T 
= ——a+2Kx 
2 
Fe A 
Les arcs AM et AM, sont appelés complémentaires. 


Soient P” et Q" les projections de M, sur Oz et Oy. En réunissant par 
le signe <——— les éléments qui s’échangent dans la symétrie par Tap- 
port à OX, on peut écrire : 


0 <——— 0 
M <— M, 


D 4——+ dy 
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D P projection de M sur Oz +—+> Q" projection de M, sur Oy 
onc 
, Mir Or ++ Q , M «+ Oy 
et, par suite : 
| — + 
| OP +—+ 00 
> > 
OP +—+ 0Q 
d'où : ÔP — 09° 
O0Q = OP’ 


D'où les formules : 


av 


REMARQUE : Les formules (IV) nous montrent que le cosinus et la 
ete un angle sont égaux au sinus et à la tangente de l'angle 
complémentaire. On a tenu compte de cette propriété pour établir les 
tables des valeurs naturelles de la page 139. 


28.5°)ARCS DIFFÉRANT DE TL aig19, 1, dans les formules précé- 
2 


dentes, on remplace & par — @, Îl vient : 


T 
em (= + «) = sa) = — sine 


Li 
sin (2+ «) = cos(— x) = cos a 
: Q 
“(© + à) = cotg(— a) = — cotg x 
2 
z 
cute (© + «)- te (—o) = —tga 
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A L] 
Le point M, extrémité de l'arc AM, = — +aæ+2Kx se déduit 
2 


Li 
de M par une rotation de centre O et d'angle —. La figure rend intut- 
tives les relations précédentes (fig. 13). 
Y 


29. APPLICATION FONDAMENTALE : RÉDUCTION D'UN ARC 
AU PREMIER QUADRANT. 


ps 

Quand un arc AM se termine dans un autre quadrant que le premier, 
æ 

on compare ses fonctions circulaires à celles d’un arc associé AM terminé 


dans le premier quadrant, dont l'extrémité M se déduit de M’ par une 
symétrie convenable (par rapport aux axes ou au centre du cercle). 


1°) ARC TERMINÉ DANS LE SECOND QUADRANT. — Symétrie par 
rapport à Oy et utilisation des formules II (fig. 14). 
17 


EXEMPLE : Caleuler les fonctions circulaires de l'are —, 
6 


On remarque d’abord que ce sont les mêmes que celles de l’arc : 
17% 5 


— 2% — 


6 6 
are terminé dans le deuxième quadrant dont l'arc associé du premier 


Li 
quadrant est l'arc supplémentaire —. D'après les formules II, il vient : 
6 


177 5m Li v3 
CS — — cos — = — cos— = — “| 
6 6 8 2 
17% Sr æ 1 
M — = sn—= sn — = — 
6 6 6 2 
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17 5x % T 1 
t _ te - 8 = 
85 6 6 VS 
17 5x ñ = 
cotg — = cotg — — —cotg— = — V8 
6 6 6 


2:) ARC TERMINÉ DANS LE 3* QUADRANT. — Symétrie par rap- 
port à O et utilisation des formules III (fig. 15). ds 


EXEMPLE : Caleuler les fonetions cireulaires de l'arc: — =; 


Fig. 15 Fig. 16 
On remarque d'abord que ce sont les mêmes que celles de l'arc : 
dir &r 
A — — = — 
4 4 


arc terminé dans le troisième quadrant dont l'arc associé du premier 


Li 
quadrant est Pa 


tir D v? 
Cos [——])] = cos— = — cos — = — — 
or. - 
tir 5% x vz 
Sin {——) = sn — = — sn — = —— 
4 2 
—) 57 i T 1 
t8(——) = 1g—- g —= 
s | 4 4 4 
= 5x sn : 
t [——) = cotg— — cotg — = 
? ( 4 4 4 


3) ARC TERMINÉ DANS LE 4° QUADRANT. — Symétrie par rap- 
port à Or et utilisation des formules I (fig. 16). 


Trigonométrie 2 
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fx 
EXEMPLE : Calculer les fonctions cireulaires de l'are —. 
3 


On remarque que ce sont les mêmes que celles de l'arc : 
117 T 


— — An =—— 
3 3 
arc terminé dans le quatrième quadrant dont l'arc associé du premier 


Li 
quadrant est —. 
3 


[Aa œ|a co 
SZ 
il 
| 
a, 
5 
| 
[l 
| 


t&— = tg 
3 


11: : 
Eu 


es 
Ll 
I 
e 
& 
| a 
[ 
I 
& 


(l 
e 
ES 
æ 
[l 


| 

2 
GI 
à 


1x 
cotg — = cotg { 
3 
Exercices No 14 et Nos 25-26. 
IV. — PROJECTIONS ORTHOGONALES 
= 
30. Soit AB un vecteur projeté orthogonalement sur un axe zx 


ee es es 

suivant le vecteur ab (fig. 17). Soit y'y un axe passant par le vecteur AB 
eo 

de vecteur unitaire u, et supposons que cet axe rencontre z/x en O (cer 
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+ 

le cas échéant on peut remplacer le vecteur AB par un vecteur équipol- 
- 

lent dont le support rencontre l'axe). Soit u' la projection orthogonale 


ere 
de u sur xx. On a: 
_ +: 
u' = cos. (2x, y'y) 

Or, 
AB ab 


u u 
= es 
(AB étant la mesure algébrique du vecteur AB suivant l'axe y/y). 

Or : 

u= +1 

donc : 


= + 
— AB cos (xx, y'y) 


d'où : 

THÉORÈME: La mesure algébrique de Ia projection orthogonale 
d'un vecteur sur un axe, est égale au produit de la mesure algébrique 
du vecteur eomptée sur un axe portant le vecteur par le eocsinus de 
l’angle des deux axes. 


31. CONSÉQUENCE — Supposons un 
es 

vecteur AB et deux axes de coordon- 

nées orthonormés z/Oz y'Oy tels que 
_ ea Li 
(ga, vy) = + me 

et soit {Of un axe passant par le 


ea + —+ 
vecteur AB (fig. 18), ab et a’b' étant 
les composantes du vecteur suivant les 
axes, on peut écrire : 


_ _  —> 
ab = AB cos. (xx, t't) 


X 


Le > + 
Fig. 18 ab = AB cos. (yy, l'?) 


> —+  —> + —+ LI > — 
y, tO = (y'y, da) + (rr, (0 = = + @'z, #0 
donc : 


mu + + 
25! = AB sin. (2x, tt) 
d'où : 


oo 
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THÉORÈME : Les composantes sealaires d'un vecteur en axes rec- 
tangulaires sont respectivement égales à la mesure algébrique du vecteur 
mesurée sur un axe passant par le vecteur multipliée par le cosinus de 


l'angle polaire de cet axe d’une part, et par le sinus de l'angle polaire 
d’autre part. 


32. PRODUIT SCALAIRE. (Rappel : cf. révision Géométrie Math. 
Elém., chapitre VIII ). 


+ 
Etant donné deux vecteurs V et V’, si 6 est l'angle des vecteurs 
+ + > + — 
OA = V, OB = V’, on appelle produit sealaire de V et V’ le nombre 
réel V. cos 6. 
On pose : 
> > 


V.V'= V.V'cos6 [OA.OB cos 8]. 
Si OH est la mesure algébrique de la projection orthogonale de 0B 
sur l'axe porté par OA orienté par OÀ, on a (fig. 19) : 
VV = 0A.OH (eur OH = OB cos 6) 


Or: 
— se Tor 
“ OH = Proj OB 
es 
OA 
V7 On a donc: 
V + F 
V.V' = V Proj V’ 
e 
OA 
Si on ne précise pas l'axe passant 
+ 
par V,ona: 
+ F 
V. Proj V’ 
[e) H A 


Fig. 19 


THÉORÈME : Le produit scalaire de deux vecteurs est égal : 


a) à la longueur de lun d'eux par la mesure algébrique de la pro- 
jection orthoyonale de l'autre sur l’axe porté par le premier veeteur et 
ayant le sens de ce vecteur. 


#) où : au produit des mesures algébriques d'un vecteur par la pro- 
leetion orthogonale de l'autre sur un axe passant par le premier vecteur, 


9 en faisant V = 1, on obtient : La mesure algébrique de la projec- 


tion d’un vecteur sur un axe est égale au produit sealaire de ce vecteur 
par le vecteur unitaire de l'axe. 
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PROPRIÉTÉS. 
Nous rappelons : 


a) Le produit sealaire est commutatif et distributif à la somme vee- 
torielle. 


b) Une condition nécessaire et suffisante pour que deux vecteurs 
non nuls soient orthogonaux est que leur produit scalaire soit nul. 


+ 
©) Si, par rapport à deux axes orthonormés, le vecteur V a pour 


+ 
composantes sealaires (X, Y) et le vecteur V' (X', Y’), on a: 


V. — VARIATIONS DES FONCTIONS CIRCULAIRES 


33. La fonction y = sin x est 
définie quel que soil z, comme le Y 
montre la définition du sinus avec 
le cercle trigonométrique (fig. 20). M 
Comme : sin (r + 2x) — sin z, 
elle admet pour période 2x. Nous 
ferons varier x dans un inter- 
valle d'amplitude 27. La fonction 
étant impaire nous ne ferons 
varier x que dans l'intervalle 
{[0, x}, la symétrie par rapport à 
l'origine nous donnant la courbe re- 
présentative de la fonction dans 
un intervalle 2x. 


De plus, si r'et z' sont deux 


Fig. 20 
valeurs telles que : 


d=R—7, ona: sinz = sinz 
d+z æ 


2 2 
les points M’ et M" d’abscisses x et 2 ayant mêmes ordonnées 


Comme : 


sont symétriques par rapport à Ia droite & =. N suffit donc de 


7 
faire varier x dans l'intervalle Lo. 2] 


34 SENS DE VARIATION. — La définition géométrique nous 
montre de suite que: sin x = OP est une fonction croissante de x dans 


x 
l'intervalle [o ©] 
2 
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TABLEAU DE VARIATION : 
0 L 
RSS à 
RTS) 


ie a CONTINUITÉ. — La fonction y = sinz est continue quel que 


36. GRAPHE. — On construit le ï ii 

| IE. graphe par points. Utilisons des 
axes orthonormés Ox, Oy. On peut obtenir des points à partir de la 
définition géométrique (fig. 21). Traçons le cercle trigonométrique centré 


Fig. 21 


n ñ LÉ 
à l'origine. Le point M, d’abscisse — a pour ordonnée 1 
2 


( mx  3,1416 ] 


remarquons que — = 
ds 2 


Li La 
Le point M, d’abscisse — a son ordonnée égale à sin— que l’on 

4 4 
détermine à l’aide de la définition géométrique en construisant un angle 


Li LL 
au centre de PS Le point M, d’abscisse — a son ordonnée construite 
8 


T 
en prenant la bissectrice de l'angle —, d’où le point m, sur le cercle. 
4 
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En joignant ces points, on construit l’arc de courbe de la figure 21. 
En construisant le symétrique de cet arc par ragport à la droite 
z= = puis de l’arc total ainsi obtenu par rapport à l'origine, et enfin en 
etant les translations parallèles à Oz, le vecteur directeur ayant 


pour mesure algébrique 24 (kEZ), on construit la courbe appelée : 
Sinusoïde (fig. 22). 


Fig. 22 


47. TANGENTE A L'ORIGINE. — Sa pente est la limite de la pente de 
la sécante OM quand M tend vers 0. 
y  sinz 

La pente de OM est — =— qui tend vers { quand z tend vers O (si 


2 z 
x est évalué en radians). La tangente à l'origine est la première bissectrice (si 
les abseisses sont égales aux mesures des arcs en radians). 


VI. — FONCTION: y = eos x 


38. La fonction y = cos z 
est définie quel que soit + comme le 
montre la définition du cosinus 
(fig. 23). 

Comme : cos (x + 27) — cos æ, 
elle admet pour période 2x. 

Nous ferons varier 7 dans 
un intervalle d'amplitude 27. La 
fonction étant paire nous ne ferons 
varier x sur le segment [0 nr] la 
symétrie par rapport à Oy nous 
donnant le graphe de la fonction 
dans un intervalle 27. 


Fig. 23 De plus, si z’ et æ sont deux 
valeurs telles que : = r—3: 
ou a cos à = — cos x’ 
+ 
Comme : 
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les points M’ et M” d’abscisses x’ et x” ayant des ordonnées opposées 


Li 
sont symétriques par rapport au point (2. D).onétueratatontion 
2 
T 
dans l'intervalle [o = 
2 


39. SENS DE VARIATION. — La définition géométrique nous 
montre de suite que cos x = OQ est une fonction décroissante de x 


L 
dans l'intervalle [e 2] 
2 


40. CONTINUITÉ. — La fonction y — sinr est continue quel que 
soit x. 


41. TABLEAU DE VARIATION. — Nous résumons les résultats 
précédents dans le Lableau suivant : 


42. GRAPHE, — On peut construire la courbe par points. Utilisons 
des axes orthonormés. Elfectuons une translation des axes, la nouvelle 


T 
origine étant le point (= us e) ; les formules de changement de 
Wa 


coordonnées donnent : 


r 
X=14+—, Y=Y, 
2 


ou 


la courbe d'équation y = cos x a pour nouvelle équation : 
Li \ 
Yes (x ——) 

2 


soit : Y=sinX 


FUNCTIONS CIRCULAIRES 39 


Le graphe est done une sinusoïde (fig. 24), 


Fig. A4 


VII — FONCTION : y = 9x 


sin x 
n'est pas définie pour les 


43. La fonction y = tg z = 
; cos Z 
T 


valeurs de z annulant cos x, c'est-à-dire pour z = = + kr. Elle 


est continue pour toutes les autres valeurs de z. 
Comme tg(z ++) — tgz, elle admet pour période x. 


Nous ferons varier z dans un intervalle d'amplitude x. La fonction 
étant impaire, il nous suflira de faire varier x dans l'intervalle 


Li n 
[e. E la symétrie par rapport à O nous donnant le graphe de la 
2 


fonction dans un intervalle x. 


44. SENS DE VARIATION. — La définition géométrique (fig. 25) 


nous montre de suite que tg x varie dans le même sens que z. La fonction 


est erolssante. 
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Fr 
45. ÉTUDE lorsque x tend vers + — : Il nous suffit d'étudier la 
2 


ui 
fonction lorsque x tend vers— par valeurs inférieures. Sin ? — 1, 


cos x > 0 par valeurs positives, donc y-> + co. 


46. TABLEAU. 


47. GRAPHE, — On construit la courbe par points à partir de la 
définition géométrique Utilisons des axes orthonormés. Par exemple, 


T 
sur la fig. 26, l'angle — a pour tangente AT,, d'où le point M,, d'or- 
4 


Fig. 26 
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La : 
donnée AT, et d'abscisse —, On a construit de même M, d'abscisse 
4 


LI Li rt 
— dont l'ordonnée est AT, tangente de l'angle —(bissectrice de zOM:). 
8 8 


La symétrie par rapport à l’origine complète la courbe dans l’inter- 
Li 

valle ] _—, o| Des translations parallèles à Ox, de vecteurs direc- 
2 


teurs ayant pour mesures algébriques kr (KeZ), nous permettent d'ob- 
tenir toute la courbe. 


T ui 
Quand z->— par valeurs inférieures, y—> + co. La droite x = — 
2 2 
est une asymptote à la courbe. 


48. TANGENTE A L'ORIGINE. — La pente de la tangente à l'origine est 


y 
la valeur limite de la pente — d'une sécante passant par O quand x —> 0; 
z 
y ter 
Or, — = —— -» 1, quand 7, exprimé en radians, tend vers 0, La tangente 


z = 
à l'origine est la premiere bissectrice. 


VIIL — FONCTION : y = eotg x 


cos z 
49. La fonction y = cotgx = —— n'est pas définie pour les 
sinz 
valeurs de z annulant sin z, c'est-à-dire pour z = kr. Elle est continue 
pour toutes les autres valeurs de z. Elle admet x pour période, et comme 


Li 
elle est impaire, nous étudierons la fonction dans l'intervalle k 2] 
2 


50. SENS DE VARIATION. — 
La définition géométrique (fig. 27: 
cotg z = BT') nous montre de suite 
que cotg x varie dans le sens con- 
1 
traire de z. D'ailleurs cotg z = — 
tax 
nous montre que son sens de va- 
riation est le sens inverse de celui 
de tg z. La fonction est décrois- 
sante. 
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51. ÉTUDE DE LA FONCTION QUAND x TEND V 
ERS 0. — 
z tendant vers 0 par valeurs supérieures, cos x —1,sinz->0, y : C2 


52. TABLEAU DE VARIATION. 


+ 


2 


Leotax +00 —— 0 | 


53. GRAPHE. — On peut construire 1e graphe par points à partir 


TT " ki 
de la définition géomètrique. Mais,comme cotg (+) = ter 
2 


si l’on considère deux points : 


M' d’abscisse 2” sur la courbe représentative de y = tgz. 


Li 
0 
M DE E æ sur la courbe représentative de y = cotg z. 


ces deux points ont la même ordonnée et, comme : 


a+  n 


2 4 
T 
ils sont symétriques par rapport à la droite d'équation x = —, La 
4 


courbe représentative de y = cotgzx se déduit de = 
par cette symétrie, d’où le Sri (fig. 2. RAR RARE 
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IK-INVERSION DES FONCTIONS CIRCULAIRES 


54, A l’aide des théorèmes sur les ares associés et des tables de loga- 
rithmes, on sait déterminer les fonctions circulaires de n'importe quel 
arc. Inversement, nous nous proposons de déterminer tous les arcs 
dont l’une des fonctions circulaires a une valeur donnée. C’est le problème 
de l’inversion des fonctions circulaires. 
Nous avons indiqué au $ 21 comment 
on peut résoudre ce problème pour des 
angles aigus. 


55. INVERSION POUR LE COSINUS. 


1°) Soit à résoudre cos x = cosx (1), 
œ désignant la mesure d'un arc donné 


2 
AM. Soit P la projection de M sur Oz. 
(fig. 29). Pour qu'un arc ait mème 
cosinus que o, il faut et suffit que son 
extrémité se projette en P sur Oz, 
donc soit l’un ou l’autre des points M 
et M d'intersection du cercle trigonométrique avec la perpendiculaire 
en P à Or. 


Tous les arcs terminés en M ont même mesure à 2 Kr près que l'arc 
donné, donc leurs mesures sont données par la formule : 


Fig. 29 


x = «x (mod 27) 


Tous les arcs terminés en M’ sont les opposés des arcs précédents 
donc leurs mesures sont données par la formule : 


xz = — x (mod 2x) 
En résumé, les solutions de l'équation (1) sont données par la for- 


mule : 
æ = + æ (mod 2x) (2) 


56. 2°) Soit à résoudre eos x =a (1‘). 


Pour qu’un arc ait pour cosinus a, il faut et suffit que son extrémité 
se projette sur Ox en P, tel que OP = a, ce qui entraîne comme condition 


de possibilité : 
1) Supposons 0 <a < 1, on peut trouver dans les tables un arc & 
F 
tel queo <aæ< — vérifiant cosæ = a (g 21). Cet arc a est le plus 


petit arc positif AM (fig. 30). 
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I) Supposons — 1 < a < 0, on peut trouver dans les tables un 
æ Li 
arc AM, = «tel queo < œ&' < — vérifiant cosæ' = — à. 
2 
Fig. 30 Fig. 31 


L'arc œ=#—a supplémentaire de a! est tel que cosx = a, Il 


Li 
vérifle les inégalités : — <&<T 
2 


On volt que, dans tous les eas, on salt trouver un are [7 
o <a < 7, solution de l'équation : cos x = n. 


La formule (2) donne alors toutes les solutions de l’équation (1'). 


57. EXEMPLES. — 1) Soit à résoudre: cos(x— 35°) = cos (Ex — 40°). 


Cette équation est de la forme (1), x étant remplacé par x — 350; 


œ " » » 2x — 40e, 
La formule (2) donne alors : 


Z— 35 = + (27 — 40°) + K.360° 

En prenant le signe +, Il vient: x — 5e — K.360° 
, D — + 3e = 75 + K.360° 

ou: z= 25° + K.120° 


l 

2) Soit à résoudre: €osx = — 

2 
x 1 z 
L'angle — a pour cosinus —, donc: cos x = cos — 
3 2 3 


x 
d'où : z= +—+2Kr 
3 
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vs 
3) Soit à résoudre: @08 X = — — 
7 r : VE 
L'angle — a pour cosinus —et 7 — — = — 4 POUr os nus — — 
6 
57 
Ê cos z = cos — 
Donc : n 
57 
d'où : RÉ ASE 


Exercices Nos 29, 30, 81, 32, 33. 


58. INVERSION POUR LE SINUS. 
1°) Soit à résoudre 
sin x = sino (3). 


Soit ÂM = «. Pour qu'un are ait 
même sinus que a, il faut et suffit 
que son extrémité se projette en Q 
sur Oy (projection de M), donc soit M 
ou son symétrique M' par rapport à 
Oy (fig. 32). 


Les arcs terminés en M ont pour Fig 32 
mesure : 


x = & (mod 27) @) 
et les arcs terminés en M’ ont pour mesure : 
x =#—« (mod 27) (5) 


Ce sont les solutions de l’équation (3). 


59. 2°) Soit à résoudre sin x — a (3). 
Pour qu'un arc ait pour sinus a, il faut et suffit que son extrémité 


se projette sur Oy en Q tel que: OQ =a, ce qui entraîne comme 
condition de possibilité : 


<a<i 
L — Supposons o < a < 1, on sait trouver dans les tables un arc &, 


0<8< = vérifiant sinæ = a. Cet arc « est le plus petit arc 
< 

SU re 2 

positif AM (fig. 32). 
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IL — Supposons — 1 <a <o, on 
sait trouver dans les tables un arc &, 


Li 
0 < & < — vérifiant sin & = — a. 
2 
Cet jare x est le plus petit arc 
positif AM, (fig. 33). 
L'arc & = — ' opposé de « est tel 
que sina = a. Il vérifie les inégalités : 
L] 


= 2 < æ < o (fig. 33). 


On voit que dans tous les cas on sait 


Li LL 
<a <— 
2. + 
solution de l’équation sin x = a. 


Les 1 
n lormules (4) et (6) donnent alors toutes les solutions de l'équation 


60. EXEMPLES. — 1) Solt à résoudre sin (120 gr — x) — sin (2x— 10 gr). 
Cette équation est de la forme (8), z étant remplacé par 120 gr — x 
La formule (4) donne alors: " "  *  ?*—100r 
120 gr — z = 22 — 10 gr + K.400 gr 
où Sz= 130 gr — KAOO gr 
130 K400 


Ze —gr— 


3 3 
La formule (5) donne ensuite : 


or 


120 gr — x = 200 gr — 2r + 10 gr + K.400 gr 
ou &= 9097 + K. 400 gr 
ve 


2) Soit à résoudre sin x = — 
2 


L1 
L'angle “PO Slmus — donc sin z = sin ba 
2 
7 
D'où : oups 


37 
se 2=—+2Kkr 
4 
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Va 


3) Soit à résoudre sinx = —— 


2 
7 vs æ vz 
L'angle — a pour sinus— et — — a pour sinus — — 
3 2 3 2 
L 
Donc : sinz= sm |—— 
3 
Li 
d'où æ=—— (mod 27) 
3 
47 
et z=— (mod 27) 
3 


Exercices N°s 32, 36, 38. 40, 46, 47. 


61. INVERSION POUR LA TANGENTE. 
1°) Soit à résoudre 1gx — tgaæ (6) 
# 


œ désignant la mesure d’un arc AM. 


Pour qu’un arc ait même tangente que a, il faut et suffit qu'il soit 
terminé sur la droite OM, c’est-à-dire en M ou M’ diamétralement opposés 


(fig. 34). 

Tous les arcs terminés en M ont pour mesure æ& + 2kx et tous les 
arcs terminés en M’ ont pour mesure x + æ + 2kx. Toutes les solutions 
de l'équation (4) sont données par la formule : 


(SL K est pair les arcs se terminent en M, sinon ils se terminent'en M’) 


Exercices Nos 44, 45, 49. 
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62. 2) Soit à résoudre 1g x = 


Pour qu’un arc ait pour tangente a il {faut et suffit que son extrémité 
soit en l'un des points d’intersection du cercle avec la droite OT, T étant 


le point de AY tel que AT = a 


TL Supposons a > o (fig. 34). 


L'un des points M est dans le premier quadrant. On sait trouver dans 
7 


les tables un arc & (e <a< =) vérifiant tg x 
2 


IL. Supposons a <o (fig. 35). 
» 
On sait trouver dans les tables un are AM, — a! tel que tga' = — a. 


Li 
L'arc opposé & = — &’ est tel que tga = a il vérifie o > & > — —. 


2 
Un voit que dans tous les eas, on sait trouver un are & : 


F z 
ZT < « < —, solution de l'équation tg x = a. 
2 2 


La formule (7) donne alors toutes les solutions. 


3. EXEMPLE. — Soit à résoudre 1gz = — \/3 
7 z 
On sait que l'arc — est tel que tg — = V/3. Une solution dé l'équation 


ui 
proposée est donc œ = — —. Toutes les solutions sont données par la formule : 
3 


æ 
Te——+Kkr 
3 


Exercices Nos 39, 41, 43, 44, 46, 49, 50, 51. 


64. INVERSION POUR LA COTANGENTE. — Méme raisonnement 
que pour la tangente, On montre que dans tous les cas on sait trouver 


Li LL 
un arc a -£o solution de cotg x — a tel que — — < & <— 


2 
Toutes les solutions sont alors données par la formule : 


æ=a+Kxr 
1 

On peut aussi remarquer que l'on a :tgr = — si a 70. Onest alors 
a 

ramené au cas précédent. 


Exercice N° 51. 
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EXERCICES 


A-6. Déterminer les mesures des arcs du cercle trigonométrique ayant le sinus 
égal au cosinus. 


© Démontrer les identités : 
1 cotgtz 


A-7. CPR PRESRE 
cosiz  cotgtr—costr 


A8. 2sintz + 1 = costz + sintz + 2sin*x 
1 


2. otgz= 
ARS PRES ne 


1— té 


= 
AMD. coste — site = 


Act. cusëx + sinôz + sin æ cos z(cosz'+ sinz) = cor + sinz 
B412 costr (3— 2 costa) = 
AS. sintz+ costz = 1—3sintzcostz 


— sintz (3 — 2 sin?x) 


7 
Ac1& Montrer que sl: z 4 U = on a: 


costz + cosy = sintz + siny = 1 


© Calculer : 

A5. sin 21° 

A8. cos 43,27 gr 
AT. tg 15028 

A8. sin 54° 1728" 
A-19. tg 1radian 
A-20. sin 0,125 radian 


© Trouver un angle du premier quadrant tel que : 
A1. sinz = 0,125 
A-22. cosz = 0,182 
A-28. tax = 1,247 


AA cotgz= 1,255 


m x 
A-25. Déterminer les fonctions circulaires des ares associés aux ares —, —, 
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A-26. Quelles sont les mesures des arcs terminés dans le 3° quadrant : Li 

A2. V2 cos (2: — : =1 
AB. t@2r t85z = 1 

AM. tgzcotg3z = — 1 


1 
1e) ayant pour cosinus — — 


À | 
2e) ayant pour sinus — — 


vz A5. tatz te4z = 1 
æ 
3°) ayant pour tangente V3 AMG. 28in 8e = Stg— 
A-27. Résoudre l'équation en z : 2° — (sing + cosæ) z + sing cosæ = 0 r : 
A8. 5 $ + + (tga+ cotga)z+1=0 A47. sin (:- ) + ea = 
© Résoudre les équations sulvantes et marquer sur le cercle trigonométrique les 
etes de ere mrnre © Résoudre les systèmes : 
A-29. cos 47 = cos z { de Ge M) = ten 
z Li 
r AE os (2 3y — ©) = sin Gz — y 
A-30. cos 27 + —| = — cos 3z 2 4 
3 
Al. sin 52 = sin 2x ” (- + 5 = 
7 A-49. 4 
= 
A-32. wa (s2?) sin — + cos — = 0 


æ 
cos (=-» as (s+ 9 7 


«t-D «(+7 
“(Dm 5) 
L (++ Far 


B-52. Soit un triangle ABC de côtés a, b, c, avec B > Les 
Trouver deux relations entre les éléments du triangle en projetant le contour 


es 
formé par les vecteurs 38, 5e, CA, sur les bissectrices de A. En déduire les deux 


L 
A3. tg3z= — tg (> + 2) 
4 


A-34. 


A-35. 


A-51. 


A-86. 


A-38. sinf2z + cost3z = 1 


formules : " à 
L - — 2e | cost —— sin — 
al © (- }=" En res ( 2 :) 
| B—C 
T 3 mi 
A-40. Van (2) - À : 
5 2 PRES 
si B+C 
A4. VS coig (=-2) ei : 
2 


CHAPITRE III 


FORMULES DE TRANSFORMATION 


IL — LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES DE LA SOMME (OU DE LA 
DIFFÉRENCE) DE DEUX ARCS. 


65. CALCUL D = 
Eee (a — b). Considérons le cercle trigonomé- 


trique et deux ares À M — a, AN = FA 
arcs sur l’axe polaire OX). : + LIDE FAIM ER EEE Lerisine des 


D'après la relation de Chasles 


Le æ a 
MN = MA + AN (mod 2x) 


æ 
soit MN = b— a (mod 2x) 
On peut donc écrire 


> > 
(OM, ON) = b— a (mod 2 x) 


FORMULES DE TEANSFORMATIONS 53 


D'après la définition du produit scalaire (cf révision en géométrie 


chapitre X) + > 
OM ON = OM. ON cos (b — a) 


et comme 
> > 
OM = ON = 1 OM.ON = cos (b—a) 
= cos(a—6) (1) 
= 
Or, les composantes scalaires de OM sont cos a et sin a celles de 


+ 
ON sont cos b et sin b. 
L'expression analytique du produit scalaire nous conduit à écrire : 


+ > 
OM.ON = cosa cosb + sina sin b (2) 
En égalant les expressions du produit scalaire données par (1) et (2) 
on obtient : 
Les — 5H = cosa cos b + sin a sin ] (3) 


68. CONSÉQUENCES. 


1°) Caïleul de cos (a + b). Remplaçons b par — b dans la for- 
mule (3). On a: 


cos (a + b) = cos [ob] 
= cosa cos (— b) + sina sin (— b) 
Or: cos (— b) = cos b. sin(—b) = —sinb 


CGI == di] 


25) Caleul de sin (a + b), 
D 
sin (a + à) = cos [2 _ u+| 
2 


(f-9-1 


Li 
On peut appliquer la formule (3) (a est remplacé par — — «) 
\ 2 


Remarquons que 


On obtient 
( Li 
sin(a + b) = cos | ——a co +ain (© — à sin b 
\2 2 
L x 
comme cos L_a)=sne sin |— — a) = cosa. 
2 2 


DEEE = ras cos + Ab cos] (5) 
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3°) Caleul de sin (a —b). Remplaçons b Par — b dans la tor- 
mule (5). 


On a sin (a— 8) = sina cos (— b) + sin (— b) cos a 


ou CE @—5 = na cos P — sin b cosa | (6) 


67. CALCULS DE; ig(a+b) et ty(n—b). 
sin (a + b) sin a cos b + sin b cos a 


cos (a + b) 


On «a t&(a + b) = 


cos a cos D — sin a sin b 
En divisant les deux termes du rapport par cos a cos b, il vient : 


sin a cos b sin b cos a 


cos a cos b cos a cos b 


tga+tgb 


t&@(a+b) = = 
sin a sin b 1 — tga tgb 


cos a cos b 


cos a cos b 


cos a cos b 


D'où la formule (7) 


En changeant à en — b et en remarquant que tg (— D) = — tgb, 
il vient : 
tga — teb 
t&(a—b) = —— (8) 
1+tgateb 


68. PREMIER TABLEAU FONDAMENTAL : 


() cos(a +b) = cosa cosb — sina sinb 
(2) cos (a— 5) = cosa cos b + sina sinb 
() sin (a + b) = sina cosb + cosa sinb 


QG) sin (a — 5) = sina cosb — cosa sinb @ 


tea +tgb 
O) tg (@ + bp) = 

1 — tea tgb 

téa—tgo 
(6) te (@—b) = 

1 +tgatgb 


Exercices Nos 65 à 77. 
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69. FONCTIONS CIRCULAIRES DE L’ARC 2a. 


En remplaçant b par a dans les formules donnant cos (4 + b), 
sin (a + b), tg (a + b), il vient : 


cos2a = cos'a — sin’a 
sin 2a = 2sina cosa qi) 
2tga 
tg 2 = —— 
G 1—tg'a 
On peut aussi écrire : 
1°) cos 2a = cosia — (1 — cos'a) = 2 cos'a — 1. 
d'où 1 + cos2a = 2 cos'a 
20) cos 2a = 1 — sinfa — sina = 1 — 2 sinta 
d’où : 1 — cos 2a = 2 sin‘a 
Finalement, on a : 
costa — sin'a 
2 costa — 1 ar) 


1 — 2 sin'a 


1 + cos 2a 


soit 
2 
1 — cos 2a 


2 
1 — cos 2a 


1 + cos2a 


THÉORÈME: ceos’a, sin'a, tg'a, s'expriment ratlonnellement en 
fonetion de eos 2 a. 


70. On déduit immédiatement, en remplaçant 2a par a: 
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a a 
sina = 2sin — cos — 
ar) 2 2 
a 
1 + cos a = 2 cos — 


a 
1 — cosa = 2sin— 
2 


71. REMARQUE : 


a a 
1 + sina = 1 + 2 sin —cos— 
2 2 


a a a a a a\: 
= cost + une +2 ane (on + a+) 
2 2 2 


2 2 2 
a a 
1 — sina = 1 — 2 sin — cos — 
2 2 


a a a a a a\® 
= co — + sin 2 sin — cos — = (cos sn =) 
2 2 2 


Exercices Nos 66, 67, 68, 69, 73, 114. 

72. APPLICATION FONDAMENTALE : EXPRESSION DES FONC- 
TIONS CIRCULAIRES D'UN ARC A L'AIDE DE LA TANGENTE DE 
L'ARC MOITIÉ. 


a 
Dans les formules (II), remplaçons 2a par a (ane a par =) : 


2 
a 
2t8— 
a a a a 2 
cos a = cos? sin® —, sina = 2sin — cos —,tga = 
2 2 2 2 a 
1—tg — 
2 
a a 
Comme cost — + sin? — — 1,on a: 
2 2 
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a a a a 
cost — — sin? — 2 sin — cos — 
2 2 2 2 
cos a = ,  Sina = 
a a a a 
cost — + sin — cost — + sin — 
2 2 2 2 


En divisant le numérateur et le dénominateur de chacun de ces deux 
a 
derniers rapports par cos® —, on a : 
2 


a a a a 
cost — sin — 2 sin— cos — 
2 2 2 
a a a 
cos — cost — cost — 
2 2 2 
cos a = sna = 
a a a 
Cost — sin — cost — sin — 
2 2 2 
+ + 
a a a a 
cos — cost — cost — cos — 
2 2 2 2 


a 
D'où en posant tg— = f, il vient : 
2 


ar”) 


Exercices Nos 82, 85, 135. 


THÉORÈME: Les lignes trigonométriques d'un are s'expriment 
rationnellement en fonction de la tangente de l'are moitié. 
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IL.- FORMULES DE TRANSFORMATION 
73. PRODUIT DE DEUX COSINUS OU SINUS. 
Des formules I, on déduit : 
par addition de 
@) et (2) : cos (a + b) + cos (a — 6) = 2 cos a cos b 
Par soustraction de 
G) et (2) : cos (a + b) — cos (a — D) = —2sina sin b] 
par addition de a 
G) et (4): sin (a + b) + sin(a—b) = 2 sin a cos b 
par soustraction de 
(3) et (4) : sin (a + b) — Sin (a — 6) = 2 sin b cos a Î 
74. DEUXIÈME TABLEAU FONDAMENTAL. 
Des formules précédentes, on tire : 


cos « cos b = 


[es (@ +6) + cos (a — »] 


1 
2 
1 
sin a sinb — — [es (a — b) — cos (a + »] 
2 
1 
2 


[sn (@ + b) + sin (a — | 


1) 


sina cosb — 


75. SOMME OU DIFFÉRENCE DE DEUX FONCTIONS CIRCULAI- 
RES DE MÊME NOM: 


a+b=p 2 
Posons c'est-à-dire 
a—b=9 


Des formules (L’), on tire : 
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76. TROISIÈME TABLEAU FONDAMENTAL : 


p+9q ps 
cos p + cosq = Cher cor 


— 4 
LÉ P av) 
2 


Pp+1 pi 


cosp—cosq = —2 sin 


sinp + sing — 2sin 


2 
p—g p+39 


sinp— sing = 2sn——— cos = 
77. REMARQUE : 
Li 
np + mg = np + cn (T0 
T 
Lxp-a pts 
= 2sin ie 


85, 86, 87. 88, 

S: 1e 67, 68, 69, 74, 75, 78, 79, 81, 84, À 

ee Ou 110, 110 115, 116, 118, 119, 120, 191, 123, 124, 
127, 130, 181, 184, 187. 


78. APPLICATION : Soit l'expression E = cosa + sin a. 
On peut l'écrire : 


—«) + sina = 2sin 


. 
din 
4 4 
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Done : cu + mn = VE cos (T4) 
4 


L 
ou, en remarquant que ra — a a pour complément ss +a: 
4 


eosa + sina — \/2 sin (54e) 


En changeant a en — a, on déduit immédiatement : 


e08 a — sin a = VE cos (£ + +) 


4 


ll 


cosa — sina 


Li 
ve sin (Z _ «) 
4 
Exercices N° 92, 96. 
79.En appliquant la définition des fonctions tangente et cotangente 


ona: 


sinp sing sinp cosq + cosp sing 


tep+tgqg = + — = 
cosp cosg cosp cosq 
sin (p + g) 
cos p cosq 
cos Co: 
cotgp + cotgp = LA et = cop dng + cosg «np 
sinp  shg sinp sing 
shp+9 
sinp sing 


ws 
79." On a deux formules analogues en changeant q en —q. 


D'où les formules suivantes qu'il est bon de retenir : 


sin (p + 
tep+tgi- ® 

cosp cosg 

sin (— 8) 
tep—tgq= 


cosp cosq 
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79." REMARQUE : 


sinp cos 4 sin p sing + cos p cosgq 
t&p +utgg = + _- 
cos p sin 4 cosp sing 
cos (p — 9) 
cosp sing 


Exercices Nos 70, 71, 80, 82, 85, 86, 102, 103, 112, 113, 117, 122, 
125, 126, 128, 129, 132, 135. 


80. MULTIPLICATION PAR 3 : 
sin Ba = sin (Qu + a) = sin2acosa + sina cos 2a 
= 2sina cosa + sina (1 — 2 sinta) 
2 sin a (1— sinta) + sin a (1 — 2 sinta) 
3sinu — 4 sina 
cos 2a cosu — sin 2u sina 
(2 cos'a — 1) cos a — 2 sin*u cos a 
€ cos'u — 1) cos u — 2 (1 — cos* u)cos a 
4 costa — 3 eus a 


cos 3a = cos (2u + a) = 


[l 


2tga 
+tga 
1g 2a +tga 1 — tga 
tu du = 1g (2u + a) = = 
1—tg 24 tga 2tga 
qe 
1 — tea 


81. THÉORÈME. 
sin 3 u s'exprime rationnellement en function de sin a 
cos Sa » . » de cosa 


tg 3a , , » de ga 
Exercices Nes 73, 101, 104, 105, 109. 


III. — MÉTHODES PAR LES NOMBRES COMPLEXES 
82. UTILISATION DES NOMBRES COMPLEXES. 


a) Rappelons la formule de Moivre : 


(cos a + isinar = cosna+isinna (n EN) 


et la formule du binôme de Newton : 
(a + bjr = a + Clnan =! b + Can =? b2 + … + Cab. 
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où l'on a posé (cf. Arithmétique) : 
n(n— 1) {(n — 2) 


Cr. = 


b) On a, d'une part : 
(cos a + i sin a!) = cos 2 a + i sin 2a 


et, d'autre part : 
{cos a + à sin a)? — costa + 2 i sin a cos a + i? sin’a 

On obtient : 

costa + 2 i sin a cos & — sin?a 


Comme it —1 
cos 2 a + à sin 2a 


En égalant parties réelles et parties complexes : 


cos 2a —  sin‘a 


sin 2a 2 sinacosa 


On retrouve les formules [I du $ 

c) De même: 
(cos a + i sin a) = casa + 3 i costa sin a + 3 i? cos a sintu + d sinte 
Comme &? = — 1, = ji, ji] vient: 

(cos a + i sin a) = cos a + 3 à cos'a sin a — 3 cos a sin — à sina 
D'autre part : 

(cos a + isin a) = cos 3 a + i sin 3a 
En égalant parties réelles et parties complexes : 
cos 3 a = cos'a — 3 cos a sin°a 
sin3a 3 costa sin a — sin‘a 
On peut écrire ces formules : 
cos 3 a = costa — 3 cos a (1 — cos’a) 
= 4 costa — 3cosa 
sin 3a = 3 sin a (1 — sin'a) — sin*a 
= 3 sin a — 4sina 
On retrouve les formules du $ 81. 
d) De même : 
ee 5.4 1x8, 
(cos a + à sin a)! costa + 4 i sin a costa + ï = ë sin? a cos? a + 
x 


4 8 sin* a cos a + it sin ta 
= costa + 4 i sin a cos® a — 6 sin?a cos? a — 4 à sin 
cos a + sinta 
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D'autre part : 
(cos a + À sin a) — cos 4 a + isin4 a 


En égalant parties réelles et parties complexes, il vient : 


cos 4a costa — 6 sin’a cos*a + sin'a 
= costa — 6 costa (1 — costa) + (1 — costa) 
= costa — 6 cos'a + 6 costa + 1 — 2 costa + custu 
— 8 costa — 8 costa + 1 
et sin da — 4sin a co$a — 4 sin*a cos a 


= 4 sin a cos a [costa — sin*a] 
4 sin a cos a cos 2 a 


= 2sin2a cos 2a 
(formule que l'on retrouve immédiatement). 


Exercices : 139 à 145. 


IV. EXEMPLES 
83. EXEMPLES DE TRANSFORMATIONS D'EXPRESSIONS TRIGONOMÉ- 
TRIQUES. 


1) Mettre sous forme d'un produit de faeteurs : 
E=1+sm4x— cos4x 


vient: 1—cos4z = 2sint2r et sind = 2sin 27 cos 2r 
D'où : E = 2sin*2z + 2sin 2x cos 2x = 2 sin 2x (sin 2r + cos 27) 
mr 
Mais : sin 2z + cos 2x = V2 sin ( + =) 
4 
7 
D'ou : E= 2 V2 sin2x sin (L+a) 
4 


2) Simplitier: E = cotga — iga + 2 eotg4a 


cos a sina costa — sinia cos 2a 


wtyga—tga — S 
sina © 


= 2 cotg 2a 


sa sina cosa 


sin 2a 
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cos 2a cos 4 2 La sin 4, ce 
hi rat es ( Os da\ | eus 2asin de + eus tusin 29) 
sin2a sin ia sin 2a sin 4a 
2 sin 6a 
sin 2a sin 4a 


3) Culeuler : E = sin 12v cos 48° + sin 24° vos 12° — sin Ge eus 6e 


1 
sin 12° cos 480 = — (su 60° — sin #) = Vs un sin 36° 
2 4 2 
| 1 
Sin 2H cos 12e = — (sin 36 + sin 12) 
V3 1 1 1 
sin12s cos 480 + sin 2e cos 120 = — — — sin 360 + — sin 3009 + — sin 12° 
4 2 2 2 


3 
= — + sin 6° cos 6° 
4 


+ sin 6° cvs 6° — sin 6° 608 6° = 


4) Mettre sous forme d’un produit de facteurs : 


E= sin A + sinB— «nc sachant que A+ B+C=7x 


A+B A—B T c _ 
sin A + sinB = 25in——— cos = 2sin (- ne = 
2 2 2 2 2 
Le A—B 
= 2 cos — cos 
2 2 
G € 
sin C = 25sin — cos — 
2 2 
A—B Le La — 
E = 2cos— cos 2sin — cos — = 2çc0s æ” > ae 
2 2 2 2 2 2 2 
© FT A+B A+B 
Mais : sin — = sin| — — = cos + 
2 2 2 2 
A—B A+B A B 
et cos cos = 2sin sin 
2 2 


A B c 
E = 4sin — sin — cos — 
2 2 2 
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V,- APPLICATION AU CALCUL LOGARITHMIQUE 


84. MISE D'UNE EXPRESSION SOUS FORME LOGARITHMIQUE. 
Une expression est dite de forme logarithmique quand les seules 

opérations indiquées sont des produits, des quotients ou des extractions 

de racines d'expressions où ne figurent que des quotients et des pro- 

duits. (Algèbre $ 294-295.) 

© Rappelons que les nombres positifs seuls ont des logarithmes, 


2x costa 


Exemple: E = — 
Veos b cos*c 
On a: 


1 
log | E] = 082 + 31log|x| + 4 log | cos al + TEE 2 co- 
log] cos c]. On sait calculer log] E | et, par suite, E, dès qu’on connaît 


les logarithmes des diverses quantités figurant dans E, sans être obligé 
de calculer ces quantités elles-mêmes. 


85. 1°) E=a + b. Supposons a > b >0o (donc loga > log b) 
/ b 
gafi+=) 
a 
Oro < — <1 donc on sait trouver dans les tables un angle &, 
a 


Ona: 


b 
o<p< _ tel que cos = —. Cet angle @ peut d’ailleurs se calcu- 
a 
ler par logarithmes puisque 
log cos @ = log b + colog a 


P 
D'où: E = a(1 + cos) RoUrs 


? 

lg E = lg2 + loga + 2 log cos 
86. 2)E = a —b. Supposons a > b > o. (donc log a > log ë) 
b 


Ona:E=a (: _ =) donc, avec le même angle auxiliaire, il 
a 
vient : 
? 
E = a (@— cos) = 24 din 


? 
lg E = log8 + loga + 2 lou sin = 
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En définitive, en appliquant de proche en proche les deux méthode 

précédentes, on sait mettre sous forme Jo, h Pi le 

eee garithmique n'importe quelle 
Il existe d'ailleurs de nombreuses varlantes de ces méth 

allons en étudier deux dans le problème suivant. hotes; Nous 


87. RÉSOLUTION ru LOGARITHMES D’UNE ÉQUATION DU 


SECOND DE6 
a +bx+e=o 
Nos smocsecs 4 = b— 4 >o 
4ac 4 
In æ>e s-vfi-—) or o< és 
bt b 
Le 7 
4 
. < — <1 
VY% 
On pe éme ever dans tab un angle (o < 9 < ©) tel 
EE 2 
4 ac 
ee = — 
Bb 
Dane 2 = BP (1— sing) = b cos 
— b + b cosp 
2a 
— b (+ cos) b 
\= = —————————— = — — cos — 
mx 2a Œ 2 
,  —b(i—cose) » 
Rs Pire 
\ 2a a 2 


| logl#l = log|b] + 2 log cos e + colog Ja| 
2 


Lists] = Log | à | + 2 log sin? + colog | « | 
2 
3 étant déterminé par 


1 
log sing = CE (og 4 + logla| + log le| + 2 colog|b]) 
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4 a 4 ac 
w (: = \ comme" < 0, on peut 
b 


2) æ <o À=— 
b 


L 
trouver dans les tables un angle @ (o <?< 2) tel que : 
2 


4 ac 
tp = \/— 
mm 
ro 
Donc A=bht(1 + tgtq) = — 
cos*p 
| ? 
{ — b cos — 
— b (1 + cosy) 
b æ' = = 
—b + — 2a cos? a cos p 
cosp 
ae b sin À FL 
2a + b (1 — cosp) 2 
\ Et 2a cos® a cosp 
D'où 
? 
\ log{#| = log [b] + 21og cos — + colog [a] + colog cos p 
2 


? 
| logfæ| = log|b] + 2 log sin — + colog Ja + colog cos p 
2 


æ étant déterminé par : 
1 


(og 4 + log [a + log [e] + 2 colog [b|) 


log tgp = 


Connaissant {z/|et [x] on détermine leurs signes par la règle 
des signes dans les formules (1). 


EXERCICES 
© Démontrer les Identités : 
A-53. sin (r + y) sin (x— y) = sin — sing = costy — cosèx 
ter — ty 
DE = 
Q + tar) (A + te2u) 


A°55. 
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COS (+ + y) cos (t— y) = coS?r — sinty = costy — sintz 
1— tx tey 


Q + ter) (1 + tety) 
Sin (z+y)  tercotgy +1 


Sin (D  tercotgy—1 

cos (+) 1—tex ty 

Sin (e—y te tgy 

te) + QU — 9 + tue — 2) = ta (r— y) gg — 2) tg(e— 2) 


sin (æ+y+z) 


ter + tey + ter — tazteytez = 
COS z cosy COS z 
cos?z + cosy + cos?z— 2 cos z Co8 y COS £ — 1] 


= [ess x— cos u—»] [es T— cos (x + »] 


Dans quels cas l'expression du premier membre s’annule-t-elle ? 


B-64. 


Sin (2 — y) + sin + 2 sin (z— y) sin y cosz = sin?z 


CO8®(2—y) + COS? (y— 2) + COS (2— 7) — 2 cos (x—y) (y— 1) (12) = 1 


Tr æ 
4 sinz sin (Es) Es +=) = sin3z 
3 3 


4sinz 


3—4snte 


Li 2r\ 3 
cosiz + cost | + —) + cos [2 + — |) = 
3 3 2 


1° Démontrer l'identité : 


( — cos b cosc}® — sint5 sine = (cos à — cos ce) 
2) Résoudre l'équation : 


2 Sin3b — 2z (1 — cos b cos c) + sinte = 0 
3+) u et v étant les racines, calculer : 


Va + Vo 
Va Vr 
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© Mettre sous forme de produit ou de quotient de lignes trigonométriques les ex- 
pressions suivantes : 


A-68. 


A-67. 


A-68. 


A-69. 


A-70. 


A-T1. 


Ac72. 


A°73. 


A-74. 


A-75. 


A-78. 


A-79. 


A-80. 


z 
sint%z — sin — 
2 
7z 
cos'8z — cos — 
4 
5z 3z 
int — — cos — 
2 4 
T 
cost2z — sint | 7 — — 
4 


ss 


82 Li 
cotg 2z + cotg (È- =) 


t8z + t85z 


cos 3x — cost — 
2 


3 =) 
2sin — — co83 | z— 
2 6 


sin4z cos4z 


sin2z cos2z 


1 + cos 2x + 2cos 


+ (£ 2) 
Le ——) + 2008 —— 
1 ce (- 2) mr 


æ z 
4cos— + 2co— + 2 
4 2 


3z 
1— cos 3x + 2sin — 
2 


7 
— cotg (2x + — 
cotg 4 


2ootg2z + te 


1 +tezte2x 
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B-95. 


z 
2 cost a sinz + tgz 


cos + cos 2x + cos 3r + cos4z 


sinz + sin2x + sin 3x + sin4x 
; Li 
1— sin2x + 2 cost (£- :) + 2 cos 3x 
4 


cost a — costu + cos 2a cos 4a 


V2 (sin 3x — cos 3x) — (sinz + V3 cos x) 
. u3 Li 

cost [24 —) + cost [27 ——) —: 
3 3 


= z 
a + sin 3x + vs (sn = + su se) 
2 


& z 

T—z 

2cos — + sin z— 4 cos — cust 
2 2 


7x 7 
Va vos 25 + VS cos — + Va sin2z — sin 
4 
4 


x z CE: 
sin— + sin s sin— + 2sinxsint | = — —) — 
a 5 =. sinz +1 


siuz + sinSxz + sin 5x 


cosz + cos 3x + cos 5x 
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degré : 


= z 
tg — + sin— 
2 2 
BD —— 
z 
2sin— — sinz 
2 
3x 3z 
B<100. cos 3 z + 2sin— — 29in 8x cos —, 
2 2 
F 
BON cos3x— 3sinz + 3/2 sin(— + = 
4 
wa tes Van ten Go + us (Van a+ V5 
C-102. RÉ 
1+ter+ Voter + Vatezte2r 
+ V2 cotgtr + Seotgr — ter —3 (1 + va 
c163. 
cotgtz — 3 
CA. 125inz cosz — 9sin z cos r — 16sin%z cosx + 12 cos z sur 
cotgr— 3tgz—3+ tez 
COS VE + ———————— 
3— ter 
B-08. sins + 2sin 2x + sinäs + sin4r 
© Calouter, sans avoir recours aux tubles : 
7 
A-107. sin— sin — 
12 12 
Fr 3 Sr 
A-108.  siné— + sint — + sint — + si 
8 8 8 
109. Si æ désigne un angle tel que cosx = b, l'équation du 3* 
45—3r—b=0 où | <1 
“ 
admet pour racine x = cos — 
3 
Montrer que les deux autres racines peuvent s'étrire : 
2% «à 4 
cos + — et cos 
3 3 
@ Caleuier : 
Baie cosx + cos 2 + cos3r +... + cosnz 


sinr + sin2r + sin3x +... + sinnx 


72 TRIGONOMÉTRIE 


Se ue ne 1 = 1 z 
te + te + + te — cotg —— 
RE UE Fe Le (one ct ca) 


B-113. Montrer que : 


ta  teb 

——— — Joù le E est étend 

re Ge endu aux permutations circulaires de a 
b, &, s'exprime uniquement à l'aide des produits : 
sin(a— 0) sin (b—e) sin(c—a) et sin2a sin2b sin 2e 
{On pourre poser tga = A, tgb= B, gc= C et mettre le numé- 
rateur de l'expression algébrique ainsi obtenue sous la forme d'un pro- 
duit de facteurs, en constatant qu'il est divisible par A —B), 


€-114. Montrer en raisonnant par récurrence que : 


expression à 
2n +1 2 2+ 2+ 2+ V2+... AN 


Li 1 
sin — L * 
2m+i 2 Va-Var Ver Var 


En déduire que x est la limite quand n augmente indéfiniment de : 


2 2—V 24 Vas Var 


B, C, étant 3 angles de si eo 
, 92,8, Cent 3 angles quelconque tels que À + B + C = 7, démon- 
A BC 


ANS. sin A + sin B + sin C = 4 cos — co — cos — 
2 2 2 


A B 
A-116 cos À + cosB + cos C = 1 + 4 sin— sin — dE 
2 2 2 


AIT. A + 18 + 18C — teA t8B tgC 


A B 
1— cos À + cos B + cos C = Gin ae Lu 
2 2 2 


: A B 
A9. sin À — sin B + sin C = 4 sin—cos— ie 
2 2 2 


A-120. sin 2A + sin 2B + sin 2C = 4sinA sin B sinC 
A-I21. 1 + cos 2A + cos 2B + cos 2C + 4 cos À cosB cos C = 0 


A B c A B c 
A2. cotg — + cotg— + cotg — = cotg— cotg — cotg — 
2 2 2 2 2 2 


A-123.  costA + costB + cosiC + 2 cos A cos B cos C — 1 


ni] 
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Act24. sintA + sintB + sinfC = 2cosA cosB cosC = 2 


sin À 

A-125. = cotgB + cotg G 
sinB sinC 

A2. cotgA cotgB + cotgB cotgC + cotgC co A = 1 

A B c A+B B+C C+A 
AcI27. cos — + COS — + COS — = 4 cos cos cos 

2 2 2 4 4 4 

B B La c A 


A 
AUS. B—tg— + te—tm—+te—t@—— 1 
ta 2 2 2 2 


sin A + sinB 


A°129. 


cos A + cos B 


sintA — sin!B 
A0190 DC ——————— 
sin (A —B) 


A cos B cos & . 


B-131. + + 
sin B sin C sinC sin A sin A sh B 


N à c A B © 
Bass. [1+te—) [1+te— 1+1—) mat 
à F3 4 4 4 # 


A B c 
A4 (1 +sin— sin— sin— 
A B c 2x: 25152 


C133 te — +tg— +tu— — 
2 2 2 sin À + sin B + sin C 
B-134 1) Résoudre par rapport à z et y le système : 
3 = Reosô + xcos0 — ysin 6 
y = Rsin6 + zsnô + y cos 8 
et montrer que x est Indépendant de 6. 


2) On considère une circonférence de rayon R, de centre O et deux diamètres 
perpertäiculaires Oz et Oy. On prend sur cette circonférence un point O tel que 
+ + 
{@z, 00!) = 6. Sur la droite OO', on choisit un axe X'O’X orienté dans le sens 


ES 
du vecteur O0’, et un axe Y/O/Y directement perpendiculaire au précédent. On 
considère le nouveau système de coordonnées défini par ces deux axes. Soient 
(9) et (X, Y) les coordonnées d’un point M du plan dans l'anclen et le nouveau 
système d'axes. 

Exprimer les anciennes coordonnées z et y en fonction de R,6 et des nouvelles 
coordonnées X et Y. 

3) Montrer que l'on peut trouver un point du plan qui ait mêmes coordonnées 
par rapport aux deux systèmes d’axes. Trouver le lieu de ce point lorsque 8 varie. 

4) Donner de 3°) une solution géométrique. Calculer directement les coordon- 
nées du point &. 
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B-135. — On considère dans le plan, deux axes de coordonnées rectangulaires 
et le point M qui a, par rapport à ces deux axes, des coordonnées données par : 
1-8 2 

2 = a— y=a 
1+8 1+8 
a étant une longueur donnée et { un paramètre variable. 


À 
1°) En faisant intervenir un angle auxiliaire — convenablement lié au para- 
2 


mètre f, montrer que z et y sont égaux au produit de a par le cosinus et le sinus d'un 
même angle. En déduire que le point M est situé sur un cercle (C) centré à l'ori- 
gine. 


2e) On considère le point B d'abscisse négative situé sur le cercle (C) et sur 
l'axe Or. Montrer que le coefficient angulaire de la droite BM est égal à {. En déduire 
qu'à chaque point du cercle ne correspond qu’une seule valeur de 1. 


3°) On considère la droite (D) d'équation : mx + y-+ a(m— 1) = 0 où m 
est un paramètre variable. Montrer que cette droite passe par un point fixe qu'on 
précisera. 


4°) Former l'équation du second degré en { qui a pour racines les coefficients 
angulaires {et #” de BM' et BM” [M’ et M" étant les points d'intersection de (D) 


= 
avec (C)]. Calculer, en fonction de m, la tangente de l'angle M'BM". 


5°) Pour certaines valeurs de m il y a deux valeurs £’ et !” répondant à la ques- 
tion. On pose: # taf, = te", B+6 = 0 


Calculer, en fonction de m : sin 2, cos 2, 1 2x. 
Si on pose : m = tg 0, quelle relation existe-t-il entre les angles & et 0 ? Pour 
quelle valeur de m aura-t-on & = 6? 


6°) Les coordonnées z et y de M point du cercle de 1°) sont les deux solutions 
de l'équation : X*+ nX + b = 0. (n et b élant deux paramètres). Détermi- 
ner à en fonction de n pour que le problème soit possible. Soit À la valeur du para- 
mètre À correspondant à ce point M. Calculer en fonction de n : 


T 3 
z = 2cost (a+ 2) + Vron (x + ©) 
4 4 
B-136. — On donne un trièdre, les faces étant a, b, c, 


dièdres A, B, C 


Une sphère centrée au sommet O du trièdre et ayant pour rayon l’unité de lon- 
gueur coupe les arêtes en A, B, C (A sur l'arête du dièdre A) 


B + ”. B) 
Œ » » © 
= 
Soit le vecteur unitaire de OA 
+ 
is » d'une demi-droite située dans le demi-plan AOB et per- 
pendiculaire à OA en O, 
NS 
Î 


D , , , située dans le demi-plan AOC et per- 
pendiculaire à OA en O. 


FORMULES DE TRANSFORMATIONS 


> + - 
1) Montrerque OB= sin eee 
2e) En projetant la formule précédente sur OC, en déduire : 
= vos d cos € + sin b sin e cos À 


cos a = 
En déduire d'autres relations par permutation circulaire. 


30) Déduire la propriété corélative de la propriété précédente. 
ue : 
4) Démon EE sinb sine 


sinA sinB  sinC 


ï ï sin 5x | 
Mettre: y= CHENE sous Ia forme d'un produit 
Lac dc cos æ + cos 3x + cos 57 
de facteurs. De 

< dieulaires OX, OY, on considère troi 
2) Dans le plan de deux axes perpent con considère tro RE 
mens eaux à 1, consécutifs, formant un contour polyé 5 


S 
> —> , ge 
tel que (OA, AB) = 2x, l'angle polaire de OA étant # (e << 
On demande les coordonnées du point Get l'équation de Ia droite OC. Retrou- 
ver géométriquement le coefficient angulaire de 0G. 


Ycosz + Xcos3r + cos 5x = 0, où zest 


3) On considère a ES primer le premier membre en fonction 


Y'inconnue, X et Y des param 
de u=c0sz. | 

X et Y étant les coordonnées d'un poin 
tion en u ait trois racines nulles. 


nt M, où doit se trouver M pour que l'équa- 


d régulier ABC... L de n côtés 


si 1y gona 
B438. — On considère un contour polygonal régulier AMEL tour 


inscrits dans un cercle de centre O et de rayon R : 


> 
est l,et on pose: (AB, BC) = r. 


itle ve 
1) Calculer l'angle (AB, AL) en fonction de n et der, que fait le vecteur somme 
> + > on 
AL de AB + BC +... + KL avec AB. 


Calculer aussi, en fonction de I, r, et de n la longneur AL. 


re % Ru, AB) = a 
re Aÿ. On pose (Az, AB) = 
2) On considère un axe Az et un axe perpendiculaire Aÿ. On P Fa 
En projetant orthogonalement sur ces axes le vecteur AL et le contour polygone’, 
montrer que les sommes : k 
$ = cosa + cos (u + 1) + cos (u + 27) ee + 60s Se nl 
£ il qu — 

S'=sina+sin(a@æ+r) + ++. . ….+ sin [a+ 

peuvent se mettre sous la forme d’un produit de facteurs. 


r 
s' in — et en remplaçant 

3) En multipliant les deux membres de S et S° par 2 sin — et 

s résultats de 2). 


chaque produit du second membre par uné somme, retrouver le 
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139. 1°) Montrer que: ÿ3 + i — 2 [est + isinT 
6 6 
2+) En déduire la valeur de [V3 +i[""* 


140, 1e) Montrer que: 1 + à = VA (cos + isin à 
4 4, 


2e) Montrer que, si on pose 7 — cos 8 + isin8, on 2 
A= cos 48+isin48 


3°) Résoudre l'équation: 224 — V2 (1 + à 


141. On désigne par & un nombre complexe. On pose 


x = p(cos & + à sin &). 


On désigne par à le nombre complexe conjugué. 


Montrer que 
2m +1 


G@ + a) (@ + @) … (av + 2) = 29 + cos & cos 20 … cos nû 


142. On pose 


: — Cosa + cos (a + À) + cos (a + 2h) + … + cos (a + nk) 
= Sina + sin (a + A) + sin (a + 2h) + .… + sin (a + nh) 


1) Former S +iS’. Montrer que: 
S+is’ 


— (cos a + à sin a)[1+ (cos h + ê sin h) +(cos h + à sin h)+ 


+(cos k + isinh)®] 
2+) Montrer que l'on peut écrire : 


S+1S = (os a + à sin a) 2050 + 1)h— {sin (n +1) A 
T— cos À — sm 
sin (ET ñ 
Tr) 


et S+is — 


nh 
cos —) + Lu 
_ Leu (e +2) à an (e + M] 


3°) En déduire S et S’. 


143. 1e) Calculer, i î 
rare ) 1, en fonction de sin x et cos , les valeurs de cos5r 


2e 
) Sachant que sin &x — 0, former l'équation du quatrième 
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kr 
degré permettant de calculer cos er pour & = 1,2,3,4 


Li 
3°) En déduire la valeur de cos 3 


14. Calculer (cos a + à sin a) (cos b + à sin b} (cos c + à sin c) de 


deux manières différentes. 

En déduire que : 
cos (a + b + c) = cos a COS bcosc(i —tgatg b — tgbtgce—tyctga) 
sin (a + b + c) = cos a cos beose(tga + teb +tgc—tautgbtgc) 


Exprimer tg(a + b +c)en fonction de tg a, tu b, tgc. 


145. le) On pose: u = cos @ +isin 8. Quelle est l'expression 
de ü? 


2e) Calculer: u + U, u — ä,u.ü et, plus généralement : 


uw +, uw, uv. 


3) En formant (u + u)', en déduire cos*ÿ en fonction de cos 2 À. 


Caleuler sin*@ en fonction de cos 28, en partant de (u — a. 

4°) Calculer, de même, cosB, costà en fonction des lignes trigono- 
métriques des multiples de l'arc À 

5°) Calculer sin6, sin‘ô, en fonction des lignes trigonométriques 
des multiples de l'arc 8. 


CHAPITRE IV 


TYPES CLASSIQUES D'ÉQUATIONS 
TRIGONOMÉTRIQUES 


1. — ÉQUATION DU 2° DEGRÉ PAR RAPPORT A UNE FONCTION 
CIRCULAIRE. 

88. A) aeosx + b cosx + e — o (1) 

Posons : cosz = y (2), —1<y< +1 ll vient : 
af +by+c=o (3) 

Ainsi, pour résoudre l’équation (1), il faut : 

| 1°) résoudre (3) d’où y 

2) résoudre (2) (problème d'inversion) 


Soit y, une racine de (3) comprise entre — 1 et 1, bornes comprises ; 
on sait qu'il existe un angle «, [ 


Alors : 


0<u4< r] vérifiant cos & = ya. 


% = +4 +2Kr est la solution générale de cos — y. 
A toute solution de (3) comprise entre — 1 et 1 correspond ainsi une 
double infinité de solutions pour l'équation proposée, sauf si y = + 1 
(dans ce cas, il n’y a qu’une simple infinité de solutions : de 
2 =2Kr si y=+1 


r+2Kxr sl 


z 


89. EXEMPLE: 4 eostx — 2 (\/3— 1) cos x — 
Posons csz=y (2) 


a —2(V3-Dy—V5 0 O) 
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vs 


1 
Les racines de (3) sont —— et— —, toutes deux comprises entre — Let + en 
2 


On sait que : de 
COS — = — 


6 2 
1 
cos — = —— 
2 


# 
ne i+ 2Kx sont solutions de (1) 
d'où 6 


2x 
= + — +2Kr » » a) 
3 


z 8 
(is m=— m=— 
6 3 


Exercices No 149, 150, 162, 172, 173, 175, 191. 


90. B) asin°x + bsinx + c = 0 


Mëme méthode exactement ; on est ramené au problème d'inversion 
du sinus. 


Exercices Nos 148, 161. 163, 174, 187, 188. 


91. C) atg®x +byx+e=0 @ 
Posons : tgr = { €) . Il vient : 
at+b+e=o G) 
Ainsi, pour résoudre (3), il faut : 


1°) résoudre () d'où { 
À 2) résoudre (2) (problème d'inversion ) 


Soit f, une racine de (3), on sait qu’il est toujours possible de trouver 


L Li 
(- — <u < 2). vérifiant tgu = fi AlOTS : 
2 2 


x = & + Kr est la solution générale de tgz = h. 


A toute solution de (3) correspond ainsi une intinité de solutions pour 
l'équation proposée. 
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II. — ÉQUATIONS DE LA FORME : a eos x + b sin x — € @) 
92. 17° MÉTHODE. — On sait que le cosinus et le sinus d’ 
s'expriment rationnellement en fonction de la tangente de re moitié, 


z 


Nous poserons donc :  tg— = { (2). d 


2 
z T 

Mais { n'est définie que si — £— + Km, z % (2K + 1m: 
2 7 2 " 


il faut donc examiner à part Fi 

pour solution cette valeur PAË lets QU équation spenpotée are 
19) x = (2K + 1)x n'est pas solution. 

donc: acos(2K + 1)x + bsin(2K +1m%#c 


où : —a#£e, a+tes<o 
En remplaçant cos x et sin x en fonction de 4, il vient : 
a G—e) 264 
& = 
1+# 1+e 
ou : ai—8)+2bl=ci+r) 
ou : @+et—2bt+e—a=0o G) 


véritable équation du 2° degré puisque a 
an problème CJ'du VO Un NN 70 OR 08 HhleM 


Le discriminant est A’ = b— (c— a) (ce + a) = a + D — ct 


Si a +h>e, l'équation du second degré 
ou confondués : "4 et f4. FRE A Er one 


T Li 


Soit x (-< <u < 2 vérifiant tgu = 


ui Li 
CA -T<u<2) » tém=th 


& z 
> = th a pour solution — = % + Kx 
2 


z z 
— = % + Kr 
2 


2°) x = (2K + 1) x est solution 
2+c=0 


Pour chercher les solutions autres que (2 K + 1), nous 
suivre la méthode précédente, mais ER TuR De ÉQU e 
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—2bt+c—a=o 
ou 2bt=c—a=2c 
bt=e [É 2] 


On peut toujours supposer b % 0, sinon l'équation (1) se réduirait 
à acosæ—e et on serait ramené au problème de l’inversion du cosi- 


nus. 


e 
Donc: 1 =— 
b 


T Li € 
Soit « (-2 <a< . vérifiant ge = — 
2 2 b 


æ oc æ 
tg— = — a pour solution — = & + Kr 
2 b 2 


En résumé, la méthode utilisée donne toutes les solutions de l'équation 
ñeosx + b sinx—e, à condition d'observer que si l’équation en t 
abtenue n’est pas une véritable équation du deuxième degré, l'équation 
proposée admet en outre la solution x = (2 K + 1)x. 


93. REMARQUE : Si l’on considère —2b{ + c—a = 0 com- 
me une équation du 2° degré dont une racine est infinie, on voit que la 
z T 
solution infinie correspond à — = — + Kx c’est-à-dire à 

2 2 


z=(2K+i)r. 
Cette remarque nous permet d'utiliser la méthode précédente dans 
tous les cas. 


94. 2 MÉTHODE. — On peut supposer ao et b-£0, sinon 
la résolution de (1) se ramènerait au problème d’inversion de la fonction 


cosinus si | L Z9 de la fonction sinus si | r 2 o 


Li % 
Ilexiste un angle & (-= <a< 2). vérifiant tga = 
2 2 a 


L'équation : acosæz + bsinx = c (1) s'écrit en divisant par a : 
b € 
COS Z + —siNntz = — 
a a 
€ 
ou cosz + tga sinz = — 
a 
€ 
cos x cosæ + sinx sinxz = — COSæ 
a 
e 
€08 (x — «) = — eosx (2) 
a 
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95. CONDITION DE POSSIBILITÉ. 


63 cos’x 
<1 où —— <1 
a 
1 
= 1 + ta 
cost 
b 
ee SD or 
a at 
2 +bt>e G) 


Si cette condition est réalisée, on peut trouver un angle PO<P<7T) 
€ 
vérifiant cos® = — cosa 
a 


L’équation (2) s'écrit alors : 
cos (x — x) = cosy 
d'où z—a= + +2Kr 
x = a ++ +2Kr 
REMARQUE: Il est parfois commode de diviser par b, et en 


posant a x r 
— = 188 (- L<s<=) 
b 2 2 
; e 
l'équation devient sin (t + 0) = — cosB, qu'on résoud comme pré- 
b 
cédemment. 


5%. EXEMPLE : 


Va cos x + sin x = 1 
1 


1 
COS z + —snr= — 
VE VE 
1 Li 
Mais: = tg— 
Vs 5 
Li 1 
D'où:  cosz + tg— sinz = — 
6 VA 
ui Li 1 = 
CoSz cos — + sin — sin = = c05 — 
8 6 


VE 
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Mais 
Li 
D'où : z—— = +—+2K7 
6 
T 
z=—+—+2Kr 
6 3 


Fr 
= — +2Kr 
2 


Li 
= —— +2Kr 
6 


#7. EXEMPLE NUMÉRIQUE (acosr + bsinz = €) 


DONNÉES: a — 17.325 


b= — 11.432 


c = 19.218 


b 
FORMULES : tgu = —, cos (7—«) 
a 


€ 
= — cos = c08p, x = à # @ + 400 K 
a 


Calculs auxiliaires Caleuls définitifs 
tqa 
log a 
log 1732 4,23855 (25) log Jo] — 4,05813 
5 125 colog a = 5,78132 
log a = 4,23868 logltgal = 1,81945 
37,13 gr. 942| 14 
og |b| : . 
log 1143 4,05805 (38) 
2 76 a = — 37,132 gr. 
logo — 4,05813 
08% 
: loge = 4,28371 
Lai hs colog a = 3,76132 
log 1921 428358 (22) log cosa — 1,92151 
8 175 = 
VAE PE log cosp — 1,96654 
loge — 4,28371 g = M7 8. 
log eos = 
logcos 97,14 gr = 1,02148 (4) | Solutions 
— 8 32 


— 7,92151 


log cosæ 


af = — 12,469 gr. + k. 400 gr. 
d= — 61,802 gr. + K. 400 gr. 
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98. 3° MÉTHODE. 
INTERPRÉTATION GRAPHIQUE DES MÉTHODES DE RÉSOLU- 
TION DE : æecos x + bsnx = e @ 

A chaque Valeur de x solution de l'équation, faisons correspondre 
ua point M sur le cercle trigonométrique, tel que GX, oh) =2z-+2kr. 


Les coordonnées du point M par rapport aux deux diamètres OX 
et OY sont : 


X = cosz et Y = sinz @) 
Ces coordonnées sont liées par la relation : 
aX + bDY =c (3) 


Les points M sont donc situés aussi sur la droite (A) d'équation (3) 
(fig. 37). 


Fig. 37 


Réciproquement, soit M l’un des points d'intersection de la droite 
{A) d’équation (3) avec le cercle trigonométrique. Les coordonnées 
du point M peuvent s'exprimer par (2) et, tenant compte de (3), on 
constate que x est bien une solution de l'équation : 

a cos x + bsint=c 


99. THÉORÈME : Toute solution de l’équation a eos x + b sin x — € 
peut s’interpréter géométriquement comme l'angle polaire d’un point 
d’intersection d'une droite avec le cercle trigonométrique. 

Réeiproquement, la détermination des angles polaires des points eom- 
muns au eerele trigonométrique et à une droite ( A) conduit à une équa- 
tion trigonométrique de la forme : a cos x + b sin x = €. 


100. INTERPRÉTATION DES KÉSULTATS DE LA MÉTHODE 
LOGARITHMIQUE, 


Soient A et B les points d'intersection de ( À) avec les axes (qui exis- 
tent si ab Æ o). 
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Enfaisant Y — 0 dans (3), on trouve OA = 


slonle 


“ X=0 » ,» OB = 


Pour que le cercle et la droite se coupent, il faut et il suffit que 


OH < 1 
ou OH! &1 (4) [0H : distance de O à (A) 


Or, dans le triangle rectangle OAB : : 
1 1 


oH' OA? OB: 


ou 1 a+ 


OH: et 
€ 


a +b 
et (4) nous donne la condition de possibilité : 
a<a+b, résultat trouvé au $ 95. 
L'équation de ( A) résolue par rapport à Y s'écrit : 
a € 
Y=——-X+— (Gb#o 
b b 
a 
la pente de (A) est : — —. La pente de la droite OH perpendiculaire 
b 


b 
à (A) est donc: —. 
a 
b 
Posons : tga = — 
a 


Li 
En prenant — ; < æ < + —, & est l'angle polaire d'un axe Oz 
2 2° 


passant par OH. 
= 
En considérant 6k comme la projection de OM sur Oz, on a : 
+ + 
OH = OM cos (07, OM) 


= cos (z — a) 
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+ 
En considérant OH comme la projection de où sur Oz: 
OH = OA cos (, 0x 
L 


= — cosa 
a 


On a donc: cos ( ? 
: x — a)= Fr cosx, expression trouvée au $ 95. 
€ 
Sion pose : — cosa = cos? 
a 


ona: OH = cosy 


ce qui prouve que : ?= (Oz, oM) 


On détermine donc, lors 
2 que le problèm 
symétriques de p définies à 2kx Prés, et VAS ee RE Lee 


z = a+p (mod 2) 
101. INTERPRÉTATION DE LA MÉTHODE I (fig. 38). 


A on pose : (x, oM) = æ (mod 2x 
A' désignant le point de coordonnées — 1, à. ona: 


z 
(AX, A'M) = © (mod 7) 
2 


æ 
et ue = 1 est la pente de la droite A‘M. 
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L'équation du second degré 
donnant { (& 92) est donc 
l'équation des pentes des 
droites joignant A’ aux points 
d'intersection M et M’ de 
(A) et du cercle trigonomé- 
trique. 

Si (A) passe par A (fig. 39), 
l’une des droites, A'M' par 
exemple, est parallèle à OY 
et a une pente infinie. On 
constate bien que ce cas se 
produit si æ—# + 2kr est 
solution de l'équation. L'autre 
solution de l'équation en t 
est la pente de ( A). 


Exercices 170, 189, 190. 


102. INTERPRÉTATION DE LA RÉSOLUTION DE a cos x+bsinx = e, 
A L'AIDE DU PRODUIT SCALAIRE (fig. 37). 


= 
acosæ + bsinx (1) est le produit scalaire du vecteur V (a, b) 


ns 
et du vecteur OM (cos x, sin x) d'angle polaire x. Si & est l'angle pol- 
ere 


aire du vecteur V, on a : 


On peut écrire : 
1 + 
acosx + bsinxz = OM. V 


— ee 
Si H est la projection de M sur l’axe OZ orienté par V,ona: 


acosr +bsinz= V .OH 


Or, V = Va + #1, 
donc : 
acosx + bsinx = Va? + à. OH 


La résolution de l'équation acosx + bsinx =c revient donc à 
déterminer les points M du cercle trigonométrique projetés en H sur OZ 


tels que : 
Vaæ+#.OH=e 
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ou 


Les poi i: n : 
den points existent si la perpendiculaire en H à OH coupe le cercle, 


° 
Serre 
+ b 


ct < at + pt 


ou 


: Eu 
Si on pose (OZ, OM) = 


donc : 


Cette relatio: 
d'elles, l’autre est Semi deux valeurs:.6pp0tées de pr Si est Pune 


: > na 
La relation (OX, OM) = (Oz, CA + [CA oM) nd 


On retrouve les résultats du $ 100. 


III. - ÉQUATIONS SE RAMENANT A LA FORME PRÉCÉDENTE 
103. 19) atgx + beotgx + e — o 


a sin x bcosx 


Ona: 


+c=0 
cos sinz 


En multipliant par le produit sin cos différent de 0 pour une 
, Li 

solution de l'équation, (our pour z = Kwouz= — + Kx l'équation 
n'est pas vérifiée), il vient : d 


a sintx + bcostz + c sinz coss = 0 
d'où : 
a (—cos2r) + Db(1+ cos2x) + c sin2r = 0 
( — a) cos2x + csin2r = — (a +b) 
équation de la forme : 


TYPES CLASSIQUES D'ÉQUATIONS TRIGONOMÉTRIQUES 89 


Acos X + BsinxX = C @) 


b—a=A, B=c C=—(a+b) 2z = X] 


[en posant 


REMARQUE. — On peut aussi poser tgx — X et se ramener 
à une équation du 2° degré en X. 


104. 2°) aeostx + bsin®x + esinx eosx = © 


Voir méthode précédente. 
On peut aussi diviser par cosix, évidemment différent de zéro, si 
b 0, (puisque le sinus et le cosinus ne peuvent s’annuler en même 


temps). 
D'où: a+btgr+ctgr = 0 équation dutype(1)—CG—(3$ 91) 
REMARQUE. — aeostx + bsintx + esinz eosx = d 
peut s’écrire aussi : 
acosz + bsintz + csinz cosz = d(sint + cos#x) 


c'est-à-dire : (a— d) costz + (b— d) sintx + csinz cosz = 0 
équation du type 2°. 


IV.- AUTRES EXEMPLES D’ÉQUATIONS TRIGONOMÉTRIQUES 


105. Quand on ne peut faire rentrer directement une équation trigo- 
nométrique dans un des types précédents, on essaye de la remplacer 
par une équation (ou plusieurs équations de décomposition) ne conte- 
nant plus qu’une seule ligne trigonométrique d’un seul arc. Il est évi- 


z 
dent qu’on peut toujours, le cas échéant, poser tg — — {, mais on 
2 


aboutit en général à des équations algébriques de degré assez élevé, 
dont il est souvent malaisé de déterminer les solutions. 


La méthode à suivre est suggérée par la nature de l'équation qui 
détermine les formules trigonométriques à employer. 


106. EXEMPLES. 


z 1 
19) æm (ex42) + (Le) 
3 Ê 2 
En transformant la somme du premier membre en produit, 11 vient : 
Li Li Li Li 
2 +—+——2% 2 +——— +2 
3 3 3 3 


2 QE ————. cos = — 
2 2 


LA TRIGONOMÉTRIE 


Li 1 
Li cos — cos 2r = — 
3 


L 
— cos 2r = 


cos 2r = 


Or: 


CE 
Û 
e 
8 
l 


donc : cos 2r = cos — 


d'où : 2 


0 
# 
! 

+ 
» 
F 


107. 2) VS eotyx = 2 008 x 
En explicitant cotg z, il vier 


V5 cosz 

3 = 2cos7 
sinx 

donc, en multipliant par sin z, il vient : 


VS cosz = 2sinx cos 


(Cette dernière équation ne peut 
ses solutions sont celles de la ae RAS AR OOR AA at Aa 


D'où : cos z (V3— 2sin x) = 0 
équation qui se décompose en : 


Li 
1e) cosz = 0 z2=—+Kr 
2 


2) VS—28nz = 0 d'où snz = -— = — 
2 3 


z 
z=—+2Kr 
soit : 3 


2x 
— + 2Kr 
3 


108. 8e) 2sn2x = 4(sinx +eosx) — 3 (1) 


Remarquant que sin 2x = 2sinx cos, on constate que cette équation est 
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T 
symétrique par rapport à sin z et cos s, done si z est une solution, —— x en est 
2 


Li T 
mm uno (5e) una (T4) one Le me 
2 


nes sont donc deux à deux symétriques par rapport à la valeur — et, si on pose 
4 


ui T ui 
z= ——X, vint: ——7= — + X, cœ qui montre que, si X est une 
4 4 
racine de l'équation en X que l'on obtiendra par le changement de variable Indi- 
qué, — X sera également une racine. Il vient successivement : 


LI 
sin 2: = sin2 (£ -x) = cos2X 
4 


= V2 cos X 


sinz + cosz = Vreos = 
En remplaçant dans (1) : M 
2c052X = 4 V2 c08X—3 
ou AcotX —21= 4V2csX—3 
de X — 4 V2 eos X + 1 = 0 
équation de la forme (1) A 
Posons : cosX =y 


4 —4Vau+1=0 
Va si 


2 


Vz + 


2—1 


1 
est acceptable (= > 1) et l'on est ramené 


va 1 Li Li TR 7% 


— — = cos——cos— = + 2sin — sin— 
2 4 3 24 24 


R  ® 
Soit 6 l'angle aigu ayant pour cosmus : 2sin= sin = 
4 24 


On peut utiliser les tables des valeurs naturelles, on opère un calcul logarithmique. 


Indiquons ce dernier. L = 
On a: log cos 8 = log2 + logsin— + log sin — 
24 24 


Caleul : 
108 2 = 0,30103 


ui _ 
log sin — = 1,11570 
24 
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LES . ne 
log sin — = 1,80947 EXERCICES 
24 
© Résoudre les équations suivantes : 
EURE sé Ac146.  tetr — 3tgr + 2 = 0 
Or log cos 7802 = 1,31669 A = 60 { k, RE 
20 AT. dtetr — 5tez +1 = 
Ac148.  sintr — 2sinx — 1 = 0 
49 


6 = 78249 
X = + 782/49" + K 860° 
D'où les solutions de l'équation proposée : 
a = 450 + 780249" + K.360° = 1230249" + K360° 
a = 460 — 780249" + K.360° = — 33249 + K 3600 


Ac149, 2costr — 3cosr + 1 = 0 

A-180, 8sin?z — 7cosr — 8 = 0 

A-151. 2sin®r — 3sinz cosx + cos®r = 0 
A-152. 2sin 2: — cos2r + 2 = 0 


1 
A-153. V3 cosz + sinz = — 
3 


1 
A-154  sinz — Ccosz = — 


V2 


A-155. 3 sinx — 4cosr = 2 


109, 4e) Zsinx tgx + Le 
2 


æ= (2K +1) nest pas solution de l'équation proposée, car pour cette valeur : 
= 

2sinztgr= 0, tandis que tg— n'est pas définie, 
2 


A156.  W/3 sin 3x + cos 3x = 1 


= 
On peut donc poser : — = " 
pe poser: tg : & L'équation devient alors : A7. cos 2r — 2sin 2r = 1 


— tt 


# L Len AAGB V2 cosz — V3 sine = VS 
1+4 1e A-159. tgx — 2cotgr + 3 — 0 
5 8e FES ï AGO. tax — 4 cotgz = 12 
1—" A-181. 4 cotgr — 2tgr — 1 = 0 
Toù : 8+nma—t" = 0 Ac162.  sintr + sintz — 2 = 0 
équation qu n'admet pas pour solution 4 = + 1, done Ja transformation effectués ACI63 4 cote — 5 cz + 1 æ 0 
BE—#=0 A164. ter + cotgir — 2 = 0 
BG—P)GB +0) =0 1 7 
1 vient : B-185. sinz — +—=0 
: cos2x 4 
1) B=0 ——=Kr ï 
2 7 X=2Kr (solutions doubles) A-166.  cotgt2e — tgèe + 1 = 0 
2°) B=3 Va 
t=3V3 = “(27) z r B-167. (sinx + cos x) — 3sinx cosz = 1 — — 
d a —h —_+t—-+Kkr 4 
2 3 2 3 
2x B-168.  V/2sintz + 1 = 4sinz — 3 
= é—+Kr 
ss 3 B-169. V1 + 2tgr = te + 2 
Feroices Nos 167, 207, 208, 209, 210, 211, 212, 213, 214, 215, 216 { 
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B-170. On donne un quart de cercle de rayon R limité 

par deux rayons per- 
pendiculaires OA et OB. Un point M de l'arc AB est pro; etéen Ps 
sur OB. Déterminer le point M tel que : jé HER EURO 


MQ +2MP= 1 (£: longueur donnée) 


1e) En prenant pour inconnue OP — x, on montrera que la résolution di 
rena , s u pro 
blème conduit à une équation irrationnelle qu'on discutera, NUE 


B-188. Bsinz sin (a— x) = 3 cosèr 


avec 0<a<xr 
C3 


Résoudre numériquement pour a = — 
3 


B.-189. — 1) On considère l'équation en 8:m cos 8 — sin 8— 2m + 1 = 0 (1) 
où m'est un paramètre, avec 0 < 8 < +. Discuter sulvant les valeurs de m le nom- 


à 29 Fa prenant pour inconnues OP = z et OQ = y, on formera le système bre des solutions de cette équation. 
vi es equal ions que l'on discutera. Interpréter géométriquement la résolution | 2) En interprétant géométriquement l'équation précédente, montrer que l'on 
| + —+ peut retrouver les résultats de la discussion suivant l'existence des points d'inter- 
3e) En prenant pour inconnue (OA, OM) — 6, résoudre et discuter le pro- section d'un demi-cercle et d’une droite variable. 
blème, Montrer que l'interprétation géométrique de 2) nous permettait de prévoir 3) Montrer, en traduisant analytiquement l'interprétation graphique de 2) 
la forme de l'équation trigonométrique donnant 8. que la résolution de (1) est équivalente à la résolution d’une équation irrationnelle 


que l'on formera. Discuter directement cette équation irrationnelle et retrouver les 


4°) Construire géométriquement le point M. Discuter et retrouver les résultats résultats de la discussion de 1) 


précédents. 
© Résoudre et diseuter : B-190. On donne la droite (D) dont l'équation par rapport à deux axes de 
coordonnées perpendieulalres Oz, Oy, est : cos + ysin ê = 1, x et y étant 
A mere Fes coordonnées d'un point quelcanque de la droite, 9 un nombre donné (para- 
m cos — 2 cos x — m = 0 mètre). 
F 1 1 est le coefficient angulaire de la droite (D). 
Gm— 1) sinte + 20m + 3)sinz — m + 2 = 0 dssie Sue es 
Calculer, en fonction de 8, l’angle (Or, OH) H étant la projection orthogonale 


2 — (nm — _ = 
costs — (M — 1) cosx — mt = 0 de l'origine 0 des coordonnées sur (D). 


m sintx + 2 cos 7 — 1 + 2m = 0 2) Déterminer @ pour que la droite (D) soit parallèle à une direction donnée 
cot t 8 (A) de coefficient angulaire m = eotg 0. Montrer qu’à toute direction (À) corres- 
BE TRE Em AN O pondent deux droites (D) symétriques par rapport à O. 
3sinxz + mcosz — 1 = 0 3) Déterminer 6 pour que la droite (D) passe par un point donné P de coor- 
5 y 

Un— 1) sinz + (m+ 1) cosz — 2m = 0 données zy, yÿ. On posera : tgp = = 

3m sin 2z— (1—m) cos 2e — 1 = 0 es 

@m— 1) cos 3x — (2m + 1) sin3r — m = 0 et, quand ce sera possible + cosx = —© et on exprimer 6 en fonction de @ 


0 


sin = msin 3x et de æ. 
Montrer que, dans certaines conditions qu'on déterminera, il passe par P deux 


m 
AB, Sinz— cosx = — droites (D) distinctes ou confondues, symétriques par rapport à OP. Où doit se 
sinx trouver P (re e) pour que les conditions précédentes soient réalisées. 
Re ere eee < 4) Les conditions du 3) étant satisfaites, trouver le lieu du point P (&,7,)pour 
Bi. Vitmshzæm—shz que les droites (D) passant par P soient perpendiculaires. d 
faux =m 5) Trouver les coordonnées de H projection de © sur (D). En déduire le lieu de 
BARRE MS LEE mcm een H et l'enveloppe de la droite (D). 
B85, mt Dog 1 = mootg 2 Retrouver géométriquement tous les résultats des questions se, 
rasbourg). 
B-186. in mtgz 
us tua = 
"ro Ar B-191. — 1°) Soit l'équation : costz — 2a cosz + b = 0 (1) 
À quelles conditions aura-t-elle deux racines acceptables en cos z ? 
B-187 2 sine — msin z + 2 = 1 — sinx On posera C0Sz = y. 
7 2e) En interprétant graphiquement la discussion précédente, trouver la région 
avec O<r<— du plan où le point de coordonnées a et b doit être choisi pour que les conditions 
6 du 1°) soient remplies. 
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3e) cos z' et cos 2” étant les racines de l'équation (1), former l'équation ayant 


pour racines cos 2x” et cos 2x”. 
1 


4e) On donne au paramètre b la valeur — 


a) Représenter graphiquement la variation des valeurs de cos z racines de 
l'équation (1) lorsque a varie de — « à + +. (On pourra représenter la variation 


de y en fonction de a, ou la variation de a en fonction de y). 


b) Retrouver sur ce graphique, dans ce cas particulier b = — 


tions d'existence des solutions de l'équation (1). 
© Résoudre : 


Au. VSter = 4 sinêz 


3x 
A-193.  sin2z + sinz — 2sin — cos 5x 
2 
B-19% te2r + ler = sinëz 
A-195.  2cosz cos 3x = 1 


z 3z 
B-198, cotg— tg— = sinz + sin2r 
2 2 


sinz cosx + costr — 1 = cos 2r 


8498. V2 sin2r = cos 35 


1 
A-199. sinz + cotgz= —— — cosx 
sinz 


B-200.  costz + cos2r — sinz + 2sin?z = 1 


€ = 159 est une racine) 


B-201. t@2r + = V2 


cos 2r 


sinx + cos z— 


sin x 1 


rosiz sinz 


B-204. cos 37 — 3 cos 2r — 4 cosx + cosx = 1 


a — 
B-205.  Vcosr +Vsinxz = 1 


——— We 
B-206. V1 + tgz cotg 2x = ——— 


2 


, les condi- 


vw 
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© Résoudre et disouter : 


B-207. 


C-215. 


C216. 


sinfz + cosiz = m 
costa  sinta \ 
+ = 2m 


cosiz sin?z 


te2x — tg6r = mig4z 


sin2x + sinxz = m + cosx 


cos 3x = m cosr cos 2x 


sinz + moeosz = V1 + m°cosä3x (poser m = tya) 
msintr — sintz coëtz + costs = cos 47 


z z 
sinz tgz (2) = mtg— 
2 


2 
x T 
tg [— +z]) = mtgzrcotg — 
4 4 
1 1 1 2m 
+ — + = 
cosz cos 2x cos 4x 7z 9x 
c05— — cos — 
2 2 
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CHAPITRE V 


INÉQUATIONS TRIGONOMÉTRIQUES 


110. Nous allons indiquer sur des exemples la manière de résoudre des inéqua- 
tions trigonométriques simples. 


1e) &eosz — 1 < 0 


1 
cosz < — 


“ 7 
À 
Pour qu'un arc AP ait un cosinus inférieur 
1 


à —, 11 faut et suffit que son extrémité P 
2 

À  X sur le cercle trigonométrique soft située à 

1 

gauche de la droite d'équation z = — 

2 


(fig. 40). 
Fig. 40 Cette droite coupe le cercle en deux 


æ Li 
l’un M, extrémité de AM = — 
3 


2, 
l'autre M' » AM = — 
3 
# 7e 
Tout arc trigonométrique AP terminé sur l’erc géométrique MA M’ a une mesure 
#Æ 
dela forme z = æ + 2Kx, a étant la mesure du plus petit arc positif AP. 
5 


Li 
Or,onai —<a&<— 
3 3 


T ST 
Donc : CM EST EAN 
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c'est-à-dire : 


Li L,3 
— +2Kr<z<— +2Kr 
8 3 


K ayant la même valeur pour le premier et le dernier terme de ces Inégalités, 


Exercices 218, 221, 222. 


111. 2) Sum — Vs > 0 


vs 


sinz > — 
2 


A 
Pour qu'un arc AP ait un sinus supé- 
v3 
rieur à —, il faut et suffit que son ex- 
2 


trémité P sur le cercle trigonométrique 

soit située au-dessus de la droite d'équation 
VE 

y= rs (g 41). 


Cette droite coupe le cercle en deux pet 
points : 
æ Li 
l'un M extrémité de AM = — 
3 
2e 2 
Vautre M» AM = a 


ea Ps 
Tout arc trigonométrique AP terminé sur l'arc géométrique MBM' a _ mesure 
de la forme: z = à + 2K7, & étant la mesure du plus petit arc positif AP. 


Li x 
Or,ona: —<a<— 
3 3 
Li 27 
Done : A AR SE RER ART 


Li 2 
c'est-à-dire : 3 T'AT< r<—+2Kx 


Exercices Nos 217, 218, 219. 
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12. 3%) gx > 1 


Le 
Pour qu'un are AP ait une tangente supérieure à 1, il faut et suffit que la droite 

P rencontre l'axe des tangentes en un point 
d'ordonnée supérieure À 1, c'est-à-dire soit 
dans l'angle aigu formé par la première bis- 
sectrice de XOY et l'axe OY (fig. 42). 

P se trouve alors sur l'arc géométrique 

— en 
MB (M milieu de l'arc AB) ou sur le symé- 
trique M'B' par rapport à O. 


a 
Tout arc trigonométrique AP terminé sur 


l'arc géométrique MB a une mesure de la 
forme x = @ + 2Kx, œétantla mesure du 


De 
plus petit are positif AP. 


z Fr 
Orronai —<a<— 
4 2 


Donc : 


T T 
— +2Kr<a+2Kr<— +2Kr 
Fig. 42 4 2 


D'où la première série de solutions : 
Li T . 
— +2Kr < z<— +2Kr 
4 2 
7, 
Même raisonnement si P est sur l'arc M'B ; on a la deuxième série de solution: 


5x 3x 
— + 2Kr<z<— +2K7r 
4 2 


En définitive il vient, en réunissant les deux groupes de solutions : 
Li 7 
— + Ktr <r<—+Kr 
4 2 


Exercices N°5 219, 220, 225, 226, 235 
1 
113, 40) —— (V3 +1) ent x +V3—15> 0 
sin? x 


1 cotgtr — (V3 + 1) cotex + Wa—1> 0 


cotgtx — (V3 + 1) cote x + V3> 0 


le premier membre est un trinôme en cotgr, dont les racines sont 1 et \/3: il est 
cotgx < 1 ou  eotgx > \/3 
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2 

Pour qu'un are AP ait une cotan- 
gente satisfaisant aux conditions 
précédentes, il faut et il suffit que son 
extrémité P'sur le cercle trigonométri- 
que soit telle que la droite OP ne soit 
pas dans l'angle aigu formé par les 
droites OM et ON rencontrant l'axe 
des cotangentes en des points T et T 


d'abscisses respectives 1/3 et 1. 
(fig. 43). 


# 
Tout arc trigonométrique AP _ter- 


TS 
miné sur l'arc géométrique NA M’ 
a une mesure de la forme 


z=u+2Km 


7 
æ B 
& étant la mesure du plus petit arc positif AP. Fi 43 
Le T 
Or, le plus petit are positif AN a pour mesure — 
4 
_ 7% 
, , , L AM’ , » — 
6 
Li 7 
Donc : << — 
4 6 
Li 7% 
D'où : — +2Kr<a+2Kr < — + 2Kr 
4 
Li 7R 
c'est-kdire:  — + 2K7 <z < — + 2Kr première série de solutions, 
4 6 


ne 
Etudions les arcs terminés sur l'arc géométrique N'AM. 

æ ES 
Le plus petit arc positif AN’ À pour mesure  — 
4 


æ T 137 
l'un des arcs positifs AM a pour mesure — + 27 = un 
ü 


le même raisonnement que précédemment montre qu'une deuxième série de solu- 
tions est fournie par les inégalités : 


13% 


5m 
— +2Kr< z < 
4 6 


+2Kr 


REMARQUE : Dans tous les cas, on trace le cercle trigonométrique et on inter- 
prète géométriquement la signification de l’inéquation. 
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114 5°) Résoudre: cosx (1 —25sinx) < © 


Remarquons que sl x, est une solution, quel que soit k entler algébrique, 
Z= 2, + 2kx est une autre solution. 

Bornons-nous à chercher les solutions vériflant 0 £ x 2x. Suivant la mé- 
thode indiquée en Algèbre ($ 138) pour étudier le signe d’un produit de facteurs, 
on étudie les signes de cos x et de 1 — 2 sin x suivant les valeurs de x. 


Nous savons que : 


Li 3 
cos z > 0 si O0 <r<— où — < x < 27 
2 2 
Li 3 
cos z<Û0 Si —<r<— 
2 2 


1 
Cherchons les valeurs de x telles que 1 — 2 sin z > 0, ou sinx < — 
2 


1 z ES 
En remarquant que — = sin— = sin — 
2 6 8 
on constate en ulilisant le cercle trigonométrique que 
1 
sinz<— pour: 
2 


Li 5m 
O<SEr<— et —<z<2m 
6 6 
Formons alors le tableau suivant : 
x [ qui sn 3n 
(e) 6 2 f) 2n 
T 
cos X + + 0 - — O0 + 
1-2sinx] + O0 - = LO".# + 
L 
cosx{12sinx] + 0 = 0 + ( - 0 + 
d'où les solutions de l'inéquation : 
T ui 
—<z<— 
6 
É 37 
où Este 6. D a 
6 


Exercices Nos 223, 224, 230, 231, 232. 
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115. RÉSOUDRE acosx + bsinx > € (1) (lg. 44). 
Posons : 
X = cosr, Y = sinx 
x est l'angle polaire d'un point du cercle trigonométrique. 
X et Y sont les coordonnées de ce point. 
Pour les solutions de (1) on doit avoir : 
aX +bY —c >0 
Construisons la droite (D) d'équation aX + bY —c = 0. 


Les solutions cherchées sont les angles polaires des points du cercle 
trigonométrique situés par rapport à (D) dans le demi-plan, tels que : 


aX +bY —c>0 


Fig. 44 


Indiquons que si la droite ne coupe pas le cercle, le problème est: 
impossible, ou vérifié, quel que soit r, suivant que le cercle est dans le 
demi-plan à rejeter où dans l'autre. Sur la figure 41 nous avons supposé 
€ < 0, c'est-à-dire que le demi-plan contenant l'origine contient les 
points dont les coordonnées vérifient uX + bY — € > 0 


Si on désigne par « et B les angles polaires compris entre O et 2x 
des points d'intersection de la droite et du cercle trigonométrique, les 
solutions sont données par : 


B<r<au+2r (mod 2x) 


Exercices 229, 236, 237, 238, 239, 240. 


116. FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES : Nous ne reprendrons pas le calcul 
des dérivées des fonctions circulaires (cf. Algèbre) ni l'étude des fonctions trigo- 
nométriques (cf. Algèbre). 
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EXERCICES 


© Résoudre les inéquations : 


B-233. 


B-234. 


B-235. 
A-236. 


2sinz — V3 > 0 

2 cos 47 + V3 < 0 
Vatgsz —1>0 

18 2x — cotg2r + 1 < 0 
2 cosiz — cos z — 1 < 0 
5 sinx — cos 2r — 3 > 0 
V2 cosz — sin2r < 0 
2cos2r — 1 


—— < 0 
1 +'2cos2r 


Li 1 
ta (E-s)<i4u (£+:) 
4 4 


(gx — 1) (Bcosz — 1) < 0 
sinz + sin2r + sin3x < 0 
sinz + sin2r + cosx > 0 


Vacosz + sinz > V2 
: 


sinztg— > csz 


Asintz + 3 V3 sin2r — 2 c05x > 4 
6tgr 

Sin 2x 1g27> — 

4— tr 


tax — 2cotgx + 3 < 0 
Va six —1<1 
14 V3 — gr <tgr 


cos x + sin x > 0 


cos x + sinx > 1 


2 cos x + sinx <3 
cos 2x + V3 sin 2x < 1 


vos (= + 5) > sin (= + 


CHAPITRE VI 


SYSTÈMES USUELS D'ÉQUATIONS 
TRIGONOMÉTRIQUES 


L — SYSTÈMES CLASSIQUES 


On est souvent amené, dans la pratique, à déterminer deux arcs con- 
naissant leur somme (ou leur différence), ainsi que la somme (ou la 
différence), le produit ou le quotient de deux de leurs lignes trigono- 
métriques de même nom. La méthode à suivre sera dégagée des exemples 
suivants : 


117. 19 EXEMPLE : Résoudre le système : 


xX+y=a @) 
sinx + siny — a (2) 


Les deux équations sont symétriques par rapport à x et y. Un essaie de 
déterminer z—y. 


(2) s'écrit aussi : 2 sin 


c'est-à-dire 


œ 
1) Si = Æ Kr, a 2Kr, (2) peut s’écrire : 


@) 
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a? 
Cette équation est résoluble si ; < 1 
œ 
4 sin — 
2 
: a 
c'est-à-dire : at < 4 sin — 


On peut alors trouver un arc ®, compris entre o et x, tel que : 


a 
cb 2. —— 
a 
2 sn— 
2 
€) s'écrit alors: ET 
ors: cos = cos? 
2 
$ T—Y 
d'où : : = ep+2Kr (c= +1) 


T—y=2e + 4Kr 
Cette dernière équation, jointe à (1) donne le système : 
(r+y=a 
} T—y—=2ep + 4Kr 


a 
Re ep FA 


œ 
y = ——ep—2K7r 
2 ? 


2) Si « = 2 Kr, (2') devient a = 0 
Donc, si a -£ 0, le système est impossible, 
si a = 0, le système est indéterminé, 


Dans ce dernier cas, x et y sont liés par la seule relation =: 
indétermination à un paramètre, SERRE 


Exercices 241-2-6-7. 


118. 2° EXEMPLE : X+Y =. @) 
tyx +igy=a @) 
système symétrique par rapport à x et y. 
sin (x + y) 
(2) s'écrit encore : ————— = a 


Cost . COS y 
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Fr 
Pour z = — + Àm, t@r n’est pas définie. Alors la valeur a ne peut 
2 


résulter que d’une forme illusoire «o — °, donc tg y doit être aussi 
T 
infinie et l’on doit avoir: y = — + x. D'où la condition néces- 


saire: x +y=Kn, soit: «= Kr. 


Réciproquement, si œ = Kx, x = —y + Kx et tgr = —tgu; 
le système est alors indéterminé si a = 0, impossible en cas contraire. 


Supposons donc x£Kx, ce qui exige ao, 
On a: sin (x + y) = acosx . cosy 


équation qui n’admet pas les solutions : COSx = 0, COSy = 0, sinon 
on aurait æ + y = KT d'après la remarque antérieure. Elle admet 
donc les mêmes solutions que (2). 


I vient alors : 


sin (x + y) = Les (æ+y) + cos e—w] 


2 
a 
ou sing = — [ose + cos &«—w|] 
2 
ou 2 sinx — acosx = a cos (x — y) 


2 sinx — a cosæ 
cos (2 — y) = 


a 
Cette équation est résoluble si (2 sinx — a cosx) < a 
c'est-à-dire si : (2 sinx — a cosœ — a) (2 sinx — a cosx + a) KO 


Considérant le premier membre comme un trinôme en a, on voit que a 


2sina æ 
doit être à l’extérieur de l'intervalle des racines — = 2tg — 
1 + cosx 2 
2 sinæ œ 
Et ————— = — 2 cotg — On peut alors trouver dans les tables 
1 — cosæ 2 


2 sing — a cosu 
un angle p compris entre o et xtel Que: cos = 
a 


d’où cos (T —y) = cosp 
z—y=ep+2Kr (e=+1) 
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Cette dernière équation, jointe à (1) donne : 


Ep+a 
T=— +Kr 
2 
(Q) a—e 
PRE RENE 
2 


En résumé, le système admet une solution bien déterminée (1) quand 
ao. Sia=o, le système est indéterminé si & = Kr, impossible 
en cas contraire. 


Exercices : 243-4-5-8. 


119. 3° EXEMPLE : X+y=a @) 
| tyxtgy = @) 
Si pour une solution de l'équation (2)tg x n’est pas définie, c’est-à-dire 
x 
Si z = — + Kn, la valeur a ne peut résulter que d’une forme illu- 
2 


soire o X , donc on doit avoir tgy — o, c'est-à-dire y — K'x 


L T 
d'où: z+y = — + mm, et, nécessairement : &œ = — + mx 
2 2 


T Li 
Réciproquement, si @ = — + mx, ona x — — + mm. et 
2 


igz = cotgy. Le système est alors indéterminé si a = 1, impossible 
en cas contraire. 


Li 
Supposons done à £ — + mr, ce qui exige a £ 1 
2 
L’équation (2) s'écrit alors : 


sinx siny = acosx cosy 
On a: 


2 cos — cos (x +»] Ces (+ y) + cos (x — »] 


ou : (A — a) cos (r—y) = (1 + a) cosx 
1+a 
D'où:  cos(t—y)= cost (2) (car a 1) 
1—a 
1+a 
Pour cosæ | &1, (1 + a) costa << (1 — a 
1—a 
1—a a—1 
c'est-à-dire si cosa est compris entre et 
1+a 1+a 
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il existe un angle ? compris entre o et x tel que : 


1+a 
Losp = cosæ 
1—a 
d'où : cos (z — y) = cos? 
d'où z—y—ep+2Kr (e=+1) 
| r+y=e 
UN vient œ +ep 
z= + Kr 
a—E€ 
y = 2 _Kr 
2 
Exercices : 249-50-1-2-3-4-9. 
120. 4 EXEMPLE: [x +y = @) 
cos x 
=a @) 
eos y 


Si, pour une solution de l'équation cos y = 0, c’est-à-dire si 
Li 
y = — + x, la valeur ane peut résulter que d’une forme indéterminée 
2 
0 


Li 
—, donc co8xz = 0, z=— + 
0 2 


D'où :œ = x +y = Kr 
Réciproquement, si «= Kr, x =Knr—y et cosxz = + cosy. 

le système 6 est Impossible si a 7 + 1, indéterminé si, K étant pair, 

a= + 1 ou, K étant impair, a = —1. 

Supposons done a £ Kn, ce qui exige a +1. 


De l'équation (2) on déduit : 
COST — COS y a—i 


cosz + cosy a +1 


ou 
— cos cos + cosy 
cos x y ( ; 


a—1 a +1 
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d'où 
z + Tz—y ZHU z—y 
— 2sin sin 2 cos cos 
2 2 2 
a—1 a +1 
œ Z—7Y & 2 —y 
sin — sin cos — cos 
2 2 2 2 
1—a ET 
1—y 1—a œ 
D'où te = cotg — 
2 1+a 2 
L Li 
Il existe un angle ç compris entre — — et + — {el que : 
2 2 
1—a CL 
tp = cotg — 
1+a 2 
3—17 
d’où te = te 
Z—y = 2? + 2Kr 
Cette dernière équation jointe à (1) donne 
« 
T=p+—+Kr 
2 
œ 
Y=—p+——Kr 
2 
IL. — SYSTÈMES CARACTÉRISTIQUES RELIANT LES ANGLES 


ET LES COTÉS D'UN TRIANGLE. 


121. NOTATIONS. — a, b, c, désignent les côtés et A,B,C, les 
angles respectivement opposés à ces côtés. Ces six éléments ne sont pas 
indépendants les uns des autres : ils sont liés par trois conditions 
indépendantes, pouvant se traduire d'une infinité de manières par un 
système de trois équations aux six inconnues a, b,c, A,B, C. 


Dans la pratique, on considère l'un ou l’autre de deux systèmes, 
appelés systèmes fondamentaux. 
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122. PREMIER SYSTÈME FONDAMENTAL. 


: ss 1) 
@ Entre A, B,C, onala relation: A+B+C=7 { 

Considérons le cercle circonscrit au triangle ABC et CA’ le diamètre 
du cercle passant par C. 


Si À < a A' est de mème côté que 
2 


A par rapport à BC et l'on a : 
BRÈ = BA (angles inscrits 


interceptant le même arc BC) 


a 
sin A = sinA = — 


'où : 
D'oi a 
(R : rayon du cercle) (fig. 45) 
7 #5 
St A > —, A'et A sont de part et d'autre de BC et : 
2 


PRE 

BR = mA  (ig 46) 
a 
’où: sinA = sin(x— A') = sin A = — 
d'où si in (x nn 

a Li 


Dans les deux cas, on a: — 2B, égalité subsistant pour À = s 


sin A 
puisque dans ce cas: sin A =1et a =2R. 


Le même raisonnement appliqué aux angles B et C donne les rela- 
tlons : 


=12R, 22 R 
sin B sin C 
A 
NN 
PAIN 
= 
A 


Fig. 46 Fig. 47 
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En définitive, on a obtenu, entre les six éléments du triangle, les relations 
nécessaires : 


A+B+C=7 
b 


a € 
= = (= 2R) o 


sin À sin B sin C 


©  Réeiproque : Supposons que 6 nombres positifs a, b, c, 
A, B, C, vérifient le système (1). À, B, C, ayant une somme égale à x 
sont tous trois inférieurs à x. 
a > 0 


B > 0 
C>0 et B+C<x 


Puisque l’on a : 


on peut construire un triangle et un seul (à un déplacement près), ayant 
BC = a pour côté, Bet C pour mesures des angles adjacents à ce côté. 
Solent A', b', c/ les trois autres éléments fondamentaux du triangle 


A'BC (Fig. 47). On peut écrire, en appliquant les relations du théo- 
rème précédent : 


a b en a) 


D'où, en comparant (1) et (1'), il vient successivement : 


A'=A, b—=b, c=c 


Les six nombres positifs a, b, c, A, B, C, sont donc bien les éléments 
d’un triangle déterminé de manière unique à un déplacement près dans 
l’espace. 


REMARQUE : La démonstration de la réciproque ne fait inter- 
genie avec l'hypothèse A, B, C, tous positifs, que l'hypothèse a > 0. 
où : 


THÉURÈME : Une condition nécessaire et suffisante pour que 
3 mesures d’angles positifs A, B, C et 3 nombres a, b, e, dont l’un est 
positif, soient les éléments fondamentaux d'un triangle, est que ces 6 
nombres vérifient (1). 


Exercices Not 294-6, 306, 311, 337, 343, 356, 373, 374-5-6-7, 399, 425. 
123. DEUXIÈME SYSTÈME FONDAMENTAL. (fig. 48). 


Soit ABC un triangle, H la projection orthogonale de C sur AB 
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ou + 
BC = AC — AË 


Donc, en calculant le carré scalaire 


BC? = AC + AB — ZAC, AB (1) 
Or + — 
AË AB = baccos A 
A H © B 

Fig. 48 
D'où, en remplaçant dans (1): 
a = b + ce — 2 bc cos A 


Mêmes raisonnements avec les côtés AB et CA, les résultats se dédui- 
sent du précédent par permutations circulaires sur les lettres a, b, €, 
A, B, CG. 


En définitive, on obtient entre les 6 éléments du triangle les relations 
nécessaires : 


B + oc? — bc cos À 
œ + a — %a cos B re) 


@ + b? — 2ab cos C 


© Réciproque : Supposons que 6 nombres positifs a, b,e, A, B, 
C, satisfassent au système (11), A, B, C, étant de plus inférieurs à 7. 


On peut construire un triangle et un A 
seul, (à un déplacement près) ayant pour 
côtés AC’ — b, AB'=c, A étant la 
mesure de l’angle compris entre ces deux La b 
côtés (puisque 0 < A < 7). (fig. 49). 


Soient a’, B', C' les trois autres élé- 


ments fondamentaux. Dans le triangle Pÿ a’ C 
AB/C!' on a nécessairement : Fig. 40 

( at= bt +c — 2bc cos A 

À = c + a? — 2a’ cos B' ar) 


at + b? — 2a'b cos C' 


Ce 
Comparons les systèmes (11) et (I1'). Les deux premières équations des 
systèmes (II) et (I1') donnent : 
a = a! d'où a= a puisque a et a’ sont tous deux 
positifs (a par hypothèse, a’ comme mesure d'un côté). 
Les secondes relations des systèmes (11) et (I1’) donnent alors : 
cos B = cos B’ 
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d'où : B=B' 


puisque B et B’ sont des angles compris entre 
0e x. 


De même, les troisièmes relations des systèmes (1) et (IL') donnent : 
GC = c. 


Les 6 nombres positifs a, b, c, A, B, C, sont donc bien les éléments d’un 


triangle déterminé de manière unique à un déplacement près dans l’es- 
pace. 


THÉORÈME : Une condition nécessaire et suflisante pour que 
3 nombres positifs a, b, e, et 3 mesures d’angles positifs inférieurs à x, 


À, B, C, soient les éléments fondamentaux d’un triangle, est que ces 
6 nombres vérifient (II). 


124 REMARQUES : 


1°) Dans chaque système fondamental, une équation quelconque est 


indépendante des deux autres puisque, dans cette équation, figurent des 
éléments non contenus dans les deux autres. 


2°) Les systèmes (1) et (II) sont deux expressions analytiques diffé- 
rentes du fait que a, b,c, À, B,C, sont les éléments d’un triangle. 
Aussi, sous les réserves faites dans chacun des deux théorèmes précé- 
dents, l’un des systèmes entraîne l’autre et réciproquement. 


EXERCICES 


© Résoudre les systèmes : 


x 
z+p=— 
A41. 2 


sinz + siny = V2 


T 
z+y=— 
A-242. 3 


cosz + cosy = V3 


A-243. 


A-244, 


A-245. 


A-246. 


A-247, 


A-248. 


A-251. 


A-252. 


| 
| 
| 
| 
| 
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x 


z+y=— 
8 


taz + tu = V3 


æ 
a—y=— 


az + tu = VS 


D 
e+u-— 
2 


cotez + cotgy = 2 


T 
2—u=— 

2 
cosr — cosy = — 

L 
a—yg=— 


sinr — siny = — 
2 


T 


ay 


1 


1 


4 
Br — ty = Va 
x 


a+u-— 
2 


4 


cosz cosy = — 


T 
z—y=— 


sinx sing = 


z—y=— 


3 
teztau = 2 


2 


15 
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| Ê] 
z—y=— 
A-253. | 4 cosz + siny = 0 
cotgz cotgy = —1 un 
B-sss, | + uv +3 = — 
/ 2n 4 
ass, NT "Ts ty +tez=1 
L cosz + cosy = 1 
sinx cos y = + NE 
sin2r + sin2z = 1 


sin — 2 +9 +sn@r—y—5)= 


mn (LT) one À 


—)+ sy = — 
4 2 


A-255. 


>| 


r 
2—z—y=— 


A-256, 
@ Résoudre et diseuter : 
B-286. | cosz + cosy = 1 
cos2r + cos2y = m 
| 1 
AT: sinz — siny = — 
B-267. 2 
cos 2r — cos 2 = M 
7 
z—y=— 
je. 3 
A-258, B-268. 
sin 2e — sin2% = m 
LL 
z+u=— 
B-269. 2 
= res ter + tw3y = m 
A-259, a 
1 sin sy = — 
Cogz cotgy = — B-276. un ir 
\ 


| z 
E— + tW@—=1 
B-260. (tgz +tgu = 1 et We 
V3t@(+uy = 4 
Bei. {sinz + sing=m 


B-261 cos + cosy = 1 + V1 — mt 


{ Sinz + siny = 1 
Acosz cosy = 3 nes 
B-262, (seins cotgaz + mootg% = 1—m 


3 - = 
FRERES ESA B273. | msinz + cosy = 1 


cos 2r + mocos2y = m 
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B-274, | sinz + siny = m 
sinr + siny = 8m 
B-276. | os ee 
snzsny=n 
B276, (sinz siny = m 
tr —tey=n 


B-277, Lesystème : [ cos a + cos (a + x) + cos (a + y) = 0 
À sine+ sin (a + x) + sin (a + y) = 0 
où a est donné, se ramène au système : 
| 1+ cosz + cosy = 0 
sinz + siny = 0 
Trouver les valeurs de z et y. Prouver que, sur le cercle trigonométrique, les 


extrémités des 3 arcs a, a + x, a s di 
Pre ing, sont les sommet: d’un triangle équilatéral 


Solution géométrique. 


B-278. — Déterminer un triangle rectangle ABC dont l'hypotéi 

Es ER de, sachant que, H étant le pied de la Enutaur due dB AS ON . 
On emploiera successiveme 

d'elles, on ne se servira as des FéuIaIs OBremus par Lee PR CUNe 

1°) Calcul de l'angle B. | 

2e) Calcul des côtés AB=c et AC = b. 

3°) Construction géométrique du triangle. 

Discuter par une seule méthode. 


B-279. — Dans un triangle ABC, rectan, 
1 Z À 2 gle en A, on donne un côté de l' 
droit, AC = b, et l'angle « que fait la médiane BD avec l’hypoténuse, songe 


16) Etablir L ion 
détermine "étions LE B — mg (B— a) où m est un coefficient qu'on 


2°) Se servir d 
à ee 2 Se gervir de cette relation pour résoudre un triangle rectangle connaissant 


8) Construire un triangl 
2 Constre le rectangle connaissant b et @. 


B-280. — Soit (T) un triangl 
| it ( gle ABC, de hauteur dans 
tion algébrique BA? = — BC, BH. pu SR 
1°) Déterminer la position du pied de la hauteur 
CK sur le côté AB. 
le lieu des sommets À des triangles (T) dont la base BC est mes DE 
2°) Trouver la relation entre les côtés a, b, c, du triangle. 
3°) Calculer tgB et tgC en fonction de tg A. 
4°) Résoudre le triangle (T), connaissant le côté a = 16em. et sachant en 


LAN 
outre que À = 0 


(CAEN). 


B-281. — On donne dans û = 
teur À correspondant à l'hypoténa oo evsle ABC l'angle aigu B et la hau- 
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10) Calculer les 3 câtés et les 3 médianes ; construire le triangle avec les don- 
nées, 


Las 
2e) Pour quelle valeur de l’angle’B le rapport de la somme des côtés de l'angle 
bte 
droit à l'hypoténuse est-il égal à un nombre positif m1? |[— = m 
\ a 
\ 


Discuter. 


mme des carrés des médianes est-elle égale 


LA) 
3°) Pour quelle valeur de’B la 
f)? Cas particulier n = R 


à n fois le carré de la hauteur (n ps 


B-282. — On considère un triangle ABC dont les angles A et C vérifient la 
relation A — C =— 


12) Evaluer l'angle B du triangle en fonction de l'angle C et rechercher entre 
quelles limites peut varier ce dernier angle. 

2e) Calculer, en fonction de l'angle C et de la longueur a âu côté opposé à l'an- 
gle À, le rayon À du cercle circonserit, les longueurs, b et c, des côtés respectivement 
opposés aux angles B et G et l'aire du triangle ABC. 

3) Eludier la variation de l'aire du triangle ABC lorsque, a restant fixe, l'angle 
€ varie entre les limites trouvées au 1. 


ù 
4°) Calculer l'angle C en fonction de — = k. 
€ (LYON). 


B-283. — On considère les triangles ABG dans lesquels la différence B — G 
vaut 1 droil 


1e) Etablir les formules qui permettent de calculer les angles d'un tel triangle, 
b+c 


. Cas particulier m = \/2. 


connaissant la valeur m du rapport 


2+) Démontrer que la hauteur issue du sommet À est tangente au cercle cir- 


canscrit au triangle. 
3) Vérifier que les côtés a, b, e du triangle et le rayon R du cercle circonserit 
sont liés par la relation b—& = 2aR. 
4°) La base BC d'un tel triangle étant fixe, trouver le lieu du sommet À et le 
lieu du point H de rencontre des hauteurs. (Ces points A et H décrivent une branche 
d'hyperbole, on pourra former son équation en prenant comme axes BC et la per- 


pendieulnire à BC en son milieu). 
(SAINT-CYR). 


B-284. — Dans un triangle ABC, on donne a, A et B—C= x. 
10) Calculer B, C, ; b, €. 
2e) Calculer le carré de la médiane issue de A en fonction de a, A, &. 


3) On distingue ce carré par y, on pose cos A = x et on prend @ = 60°. 
Etudier la variation de y quand + varie el construire la partie ulile de la courbe. 


A-285, — Dans un triangle ABC, Il se trouve que la hauteur issue de A est 
la somme des hauteurs issues de B et C. 
1) Démontrer la relation : 
1 1 1 
+ 
sin A sin B sin C 
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2°) Résoudre le triangle connaissant A et a. Discuter. Application numérique : 
Li 


A=— a = 4 centimètres 
3 


B-286. — Dans un triangle ARC, soient H, M, M! les intersections de BC 
avec la hauteur, la bissectrice intérieure et la bissectrice extérieure issues de À, I le 
milieu de MM’. Quelle relation lie les longueurs IM, 1B, IC? 


Montrer qu'on peut construire le triangle, connaissant les longueurs BC = a, 
AH = h, AM =1(h< 1) et que la solution est unique. 


Avec les mêmes données, Indiquer comment on peut calculer les angles B et C 
du triangle. On pourra par exemple établir et utiliser les formules : 
B—C kh a 
= — cotg B + cotg C 
2 l h 
et transformer cotg B + cotg C en introduisant les lignes trigonométriques de 
B+C et B—C. 
Faire les calculs de B et C avec les données suivantes : 
h=1, = 1,1728, a = 3,2360 


cos 


B-%87. — Soient un triangle ABC dans lequel les angles B et C sont aigus, 
A4’, BB’, CC! les hauleurs, et H leur point de concours, 


1e) Etablir la relation A'A.A'H = A'B. AC. 

On suppose ensuite que la droite GH qui joint le point de rencuntre G des mé- 
dianes au point H est parallèle à BC ; établir la relation tg B.tg C = 3. 

Montrer que cette relation entraîne cos (B — C) = 2 cos A. 


2°) Résoudre un triangle, connaissant le côté a, l'angle opposé A et sachant 
que la droite GH est parallèle à BC. 


Entre quelles limites doit être compris l'angle A pour que le triangle existe ? 


B-288. — On considère un triangle ABC dans lequel a, b, €, dk 
gueurs des côtés, a est la moyenne arithmétique de à et a. On suppose b supé 
ou égal à c. 

1) Calculer cos A, cos B et cos C en fonction de a et de la différence b— €, 
que l'on désignera par 27. Etudier la variation de chacune de ces fonctions de + 
quand z varie dans les limites imposées par l'existence du triangle ; (on ne demande 
pas de courbe représentative). 

Le triangle peut-il être un rectangle ? 

2+) Démontrer que, dans un tel triangle, on a : 

B CE 
W—.W—=— 
2 2 3 

En déduire que le rayon du cercle Inscrit au triangle est égal au tiers de la hau- 
teur AH. à 

Retrouver cette propriélé par l'étude des segments déterminés sur le côté BC 
par le pied D de la bissectrice de l'angle À et des segments déterminés sur AD 
par le centre 1 du cercle inscrit au triangle. 

(EGYPTE). 


B-289. — 1°) On donne le plan d’un triangle ABC, les deux sommets B et C et 
l'on suppose que les côtés vérifient la relation : 
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ation de 
AB + AC — 2BC. Quel est le lieu du sommet A? Etudter la variat 
l'atre du triangle en fonction de AB = z et construire la courbe représentative. 
“ jon 
2e) On suppose maintenant que les angles d’un triangle ABC vérifient la reluti 
t#B + tRCœ Her A. Montrer que cette relation équivaut à t& B.tgC = 3. En 
déduire la relation qui lle AD* et le produit DB. DC, D désignaut la projection de 
A sur BC. es 
C. Montrer que la projec- 
On donne le plan du triangle et les deux sommets B et 
tiou de À sur un certain plan passant per BC décrit un cercle. Quel est le lieu de A? 
8°) On suppose enfin que les angles d’un triangle ABC vérifient à la fois les deux 
relations : 
sinB + sinC = 2sinA et tfB + teC = 2tRA 
Calculer ces angles. : 
On montrera d'abord que la première de ces deux relations équivaut à : 
B CR 
tg— . tg— = — 
#3 Joy 
(STRASBOURG). 


B-290. — On appelle triangle T, un triangle dont les côtés sont en progression 
arithmétique de raison r. On désignera le côté moyen AC par b 
1°) AC et r étant donnés, construire le triangle. Condition de possibilité. 
2e) Un triangle T étant rectangle en A, calculer ses côtés en fonction de r. 
3e) Montrer que les angles d'un triangle T sont liés par une relation qu'on peut 
mettre sous la forme : 
A CR 
tg— Xtg— = — 
2 2: #3 
Réciproquement, montrer que, si cette relation est vérifiée, le triangle est un trian- 
gle T. 
45) r et b étant donnés, établir des formules permettant de calculer les angles 
du triangle en utilisant une table de logarithmes. | On introduira pour cela rase 
Ê . il A 
auxiliaire @ défini par cos® = et l’on cherchera d’abord à déterminer cos’ ñ \ 
F sl 
Application : — = — 
ppl Fr 
5°) Les sommets À et C d'un triangle T étant donnés : 


a) quel est le lieu du sommet B? 
b) quelle est l'enveloppe de la bissectrice extérieure de l'angle B? 
K i le exinserit dans 
ontrer que les lieux du centre du cercle inscrit et du cercl À 
range B ont des ellipses ayant pour sommets À et C. (On cherchera les équations 
de ces deux ellipses). 


À n fonction des longueurs a, b, c, des trois côtés d’un triangle 
ABC es 16e Lieu de trois bissectrices extérieures A4’, BB, CU’. Former la 
condition d'égalité des bissectrices extérieures AA’ et BB', Transformer cette c 
dition, en prenant c = 1 et posant : 
a.b=2, a+b=1+ 
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2e) Connaissant + ou w, caleuler les côtés du triangle, avec € — 1. Discussion. 
Exprimer en fonction de x et de u, la surface S, le rayon R du cercle circonscrit, 
G 


le rayon r du cercle inscrit, les longueurs des bissectrices extérieures, sin —, et 
2 


A B 
le produit sin — x sin — 
2 2 
39) Montrer que les triangles considérés, non isocèles, satisfont aux conditions : 
s B Le g : 
sin— x sin — = sin 
5 rs in et 


= 4 sint 
R 2 

€ 
4°) Résoudre le triangle en supposant sin 


1 
. 


2 


D-292. — 
retatfon à 7 OM considère les triangles (T) dont les angles A, B, C, satisfont à la 


@ m cos B . cos G = cos À, 
m nombre algébrique donné, différent de — 1. 
1°) Montrer que (1) est équivalent à : 


(2) WB.tgC=m+1 
Calculer B, C, connaissant A, 


Discuter. (Deux cas : À aigu, A obtus). 
2) Propriétés géométriques des triangles (T). 


a HA AA" 
n caleulera —— et » H désignant l'orthocentre, AA! la hauteur 
| HA’ AB . AC 
issue de A. 
Trouver des propriétés particulières pour : 
a m=0, 
5 m2 (comment est la droite d'Euler ?), 
9 m= —2 Evauer5 Cp à 
re + Position relative de AA! et du cercle circonscrit 


3°) On donne un segment BC = 24 Ti P 
du sommet A des triangles (T) de base BG FA PR es Sir 


+ + + 
Prendre pour axes Or suivant BC, Oy suivant la médiatrice de BC. 


Poser OA = x, A'A = y pour défi ï 
A inir le point À et ‘traduire la relation (2) 


Diseut, 
He: taie la nature du lieu suivant les valeurs de m. Cas particuliers : m = 0: 


4°) En rapprochant la deuxième ï 
| à question de la troisième, 2 
une propriété métrique caractéristique des coniques ? "7200 a 


5e) Mont: L 
PRE ontrer que l'étude de m=—2 permet de résoudre la question sui- 


On donne un faisceau de cercles à points de b: 
cercles du faisceau où la tangente est perpendiculaire ARE D RP Mae 


(BORDEAUX). 
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B-299. — Dans un triangle ABC, on donne l'angle A, le côté opposé a, et la 
somme AC +2AB=Ss. 

1e) Montrer que, si l'on désigne par x le côté AB, on a l'équation : 

G + 4 cos Abe — 25 (2 + cos A) + st — a = 0 

Tous les calculs faits pour obtenir cette équation devront figurer sur la copie. 

2e) Trouver les conditions que doit vérifier le nombre x pour qu'il lui corres- 
ponde un triangle répondant à la question. 

3e) Valeurs de s pour lesquelles il existe un seul triangle. Valeurs de 5 pour 
Lesquelles il existe deux triangles. 

4°) Construire géométriquement le triangle ABC sans se servir des calculs de 
1e). 


A-294. — On considère un triangle ABC dont le rayon du cercle circonserit est 
égal à R et dont la différence des longueurs b et c (b>c) des côtés respective- 
ment opposés aux angles B et C est égale à 2k. 

16) Calculer les deux angles B et C du triangle ABC en fonction de R, &, et de 
l'angle À. Discuter. 

2e) Calculer l'aire du triangle ABC également en fonction de R, k, et de l'angle 
A. 

3) R et A étant supposés donnés et k variable, déterminer & de façon que 
l'aire du triangle ABC soit maximum et construire géométriquement ce triangle 
ABC d'aire maximum. 

(LYON). 


B-295. — Soient un triangle ABC, À, B, C, les mesures de ses angles en ra- 
dians, a, b, €, les longueurs de ses côtés. 

On trace la bissectrice intérieure Az de l'angle À, et on lui mène les perpendi- 
culsires BH et CK (H et K sont sur A:). 

1°) Evaluer le produit BH x CK en fonction des côtés. 

2e) On donne : le côté a, la différence d = b— c des deux autres (d positif), 
la différence 2x — B — C des angles adjacents (x positiN). 

Résoudre le triangle. Discuter suivant les valeurs de d. Evaluer son aire. 

Construire le triangle. (On pourra, supposant le problème résolu, commencer 
par porter sur AC un segment AM = AB et étudier le triangle BCM). 

(SENEGAL). 


C-296. — 1°) Calculer la dérivée de la fonction : 
y = sinfx + costx + 3 sintx costz 


Expliquer le résultat du calcul. 


2°) Résoudre l'équation : 
7 
sintz + costr = — 
16 
3e) Soit (T) un triangle d'angles À, B, C, inscrit dans un cercle de rayon A. À 
ce triangle est associé un second triangle (T') de côtés a! b' c' par les formules : 
3a? = 4R? (1 — sinfA — costA), 
3h = 4R? (1 — sinfB — costB), 
363 = 4R? (1 — sinfC — cos). 


Donner les expressions de a’, b', c!, en fonction de sin 2A, sin 2B et sin 2C. 
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Exprimer, en fonction du produit sin A . sin B . sin C, le périmètre 2p' de (T'). 
Trouver les expressions analogues pour p'— a', a? + D? + ct, W?+ ct at, 


Evaluer les angles de (T°), le rapport des surfaces des Lriangles, 


le rayon du cercle 
inscrit dans (T'). 


4°) Montrer que (T') n'est autre 


que le triangle ayant pour sommets les pieds 
des hauteurs de (T). 


5°) Conunent doit être choisi (T) pour que (T') soit isocèle ? 


(MONTPELLIER). 


C-297. — On donne deux points AetBet 
AB. La distance de ces deux droites est 4, 
est prise pour unité. Soit M un point quel 


une droite (D) parallèle à la droite 
gale à la longueur AB et ectte longueur 
conque de (D). On pose : 

MB 2 

— = k  BAN = &, 
MA 


Les angles x et B sont compris entre O et 180e, 


MA + MB = 0h, FR - 8 


1) Etablir les reiations : 
D cotgx + cotgf = 1, 
@) 26 = 3 — cos 2% — 2 sin 2%, 


œ 8 
G) Lg — + ig— = h— 31, 
2 2 


% 8 
& cotg— + cotg— = à + 1 
2 2 


2°) Déterminer le point M de man 


re que = 2x. 


K soit maximum où minimum. Montrer que 
ie nar CM = CA, C étant le point de (D) 


. 3) Calculer tg 24 de manière que 
les points M correspondants sont défi 
équidistant de À et de B. 


4°) Déterminer & et 8, connaissant à. Discuter. 


Retrouver le résultat de cette discussion en cherchant le point M comme inter- 
section de la droite (D) et d'une ellipse. Faire la construction géométrique du 
point M lorsque à = 2,6. 


(RENNES). 
B-298. — Dans un triangle ABC, les Lrols angles sont en progression arithmé- 
A 2 A 
tique de raison @ (À < B < ©). 
1e) Entre quelles limites peut varier l'angle @ ? 


Etablir entre les trois côtés a, b, e, des triangles ABC, la relation : 
@+ rt = EE + 3ae 
Les trois côtés peuvent-ils 


(Réciproque) 

re en progression arithmélique ou géométrique 
2°) On donne je côté à et le périmètre 2p. 

4) calculer l'angle @ correspondant. Discussion, 

b} calculer les deux côtés inconnus a, c. Discussion 
9 construire géoriétriquement le triangle, Discussion. 
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iable, calculer, en fonction de 
nouveau 2p connu, mais b variable, 1 
P «te. Sr du carele Inscrit au triangle ABC. Variation de r en fonction de @. 


Mettre l'expression de r sous forme lngarithmique et caleuler pour p = 1m, 
pr ŒPARIS). 


B-299. 4 éritient la relation : 
, — Les côtés d’un triangle vérifient 
28 = 0 +c 


1) Montrer l’équivalence de cette relation et des suivantes : 
2cotgA= cotgB + cotgC, 


1— 2 costa 
cos (B— C)= 


cos A 


Discuter. Peut-on retrouver 
°) é l'angle À, calculer les angles B et C. 
les tee discrsslans au moyen d'une construction géométrique ? 


(ALGER). 


-300. BC- a et un point D 
300. — triangle ABC, on connaît le côté 
ste eu DAS BG elle point C, doit OD == d. Ce point D est sur la bisseetrice 
de l'angle À du triangle. RS IRAN 

9 issant l'angle B, calculer le côté BA = c. Discuter. 
le problème De pose quand l'angle B est inférieur à un certain angle &. 

a 
Caleuler cet angle dans le cas particulier où d = 


2e) Connaissant le côté AB —6, calculer l'angle B. Discuter. 
3) Etudier comment varie l'angle B quand € varie entre les limites trouvées 
ur que la question posée dans 12 deuxième partie soit possible. 

“ Retrouver, à l'aide de considérations géométriques, les résultats obtenus. 


i joui 1 :la droite joignant 
= ngle ABC jouit de la propriété suivante 
Rats Ha pire © de son cercle circonscrit est parallèle au côté BC. 


æ) Montrer que l'orthocentre est au tiers, à partir de la base, de la hauteur 
"FE on à BC t l'angle À. 
On suppose donnés le côté BC = a e! . 
L Construire géométriquement le triangle. Conditions de possibilité. 
2e) Calculer, en fonction de a et de À, les côtés b et c, la hauteur } et la médiane 
issues de A. Discussion. 
. es Caïeuler, en fonction de A, la différence des deux angles Bet C. 
4c) Les données peuvent-elles être choisles de façon que le triangle soit iso- 
Ve Les données peuvent-elles être choisies de façon que le triangle soit rec- 
tangle en B ou C? OULOUEEL 
E>8 > 0 ue les bissectrices 
302. — un-triangle ABG (A > B > C), on suppose qi 
Prises Rae CC” des gs A et C sont égales (A! sur le prolongement de BC, 
C! sur le prolongement de AB). 


1°) En désignant par a, b, €, les côtés de ce triangle, montrer que la propriété 
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donnée peut se traduire par la relation : 


a) € sin 


Interpréter géométriquement cette relation, en projetant les côtés a et c sur les 
bissectrices intérieures des angles A et C. 


2e) Montrer que la relation (1) est équivalente à la relation angulaire : 


B A Le 
@ sint — = sin— sin— 
2 2 2 


En déduire une relation entre les distances du centre 1 du cercle inscrit au triangle 
ABC aux trois sommets de ce triangle. 


3) Etant donné un triangle dont les angles vérifient la relation (2) et tel, en 
B  V5—1 


outre, que l'on ait sin— 
2 4 


En déduire l'angle B. Calculer ensuite les angles A et C. 


» déterminer cos B, puis cos 2B. 


(LYON). 


€-303. — Soit dans un plan un quadrilatère ABCD. On donne les longueurs 
AB = a, AC = à, BD—c, CD = {4 Enfin, C' étant le milieu de AG et D’ 
le milieu de BD, on donne C'D' = à. 
1°) Indiquer comment on calculera les angles BAC = z et ABD = y. On 
n'entreprendra pas la discussion dans le cas général, On la fera seulement en suppo- 
v3 
1=— 
2 
par exemple, exprimer F, puis }?, en fonction de a, b, c, x et y ; puis, par combi- 
naison de ces deux équations, calculer cos (x + y) et b cos x + c cos y. 


sant a = b (Pour le calcul dans le cas général, on pourra, 


+ + 
2) Montrer que, si on mène un vecteur AH équipollent au vecteur CD et un 


= es 
vecteur AK équipollent au vecteur C/D', K est le milieu de BH. En déduire une 
construction géométrique du quadrilatère. 


(BORDEAUX). 
B-304. — On considère un secteur de cercle AOB dont l'angle au centre AOB 


la longueur des côtés OA et OB est représentée par R. On inscrit dans ce 


secteur un rectangle MNPQ ; PQ est situé sur OA, M est situé sur OB, N est situé 
sur l'arc de cercle AB. 

1+) Déterminer l'angle AON — x de façon que le rectangle soit un carré, 
On calculera l'angle x en degrés ou en grades. 

2c) Calculer l'aire de ce rectangle en fonction de x ; en donner une expression 
de la forme : 

Asin2r + Bcos2r + C 

Etudier les variations de cette aire, 

3°) Traiter géométriquement la première question en donnant une construction 
indépendante du calcul. 


B-305. — 1°) Dans un triangle ABC on donne l'angle A, la hauteur AH = À 
et le rayon r du cercle inscrit. Etablir les relations : 
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h 2p ñ 
= et — = 1+ ———— (p est le demi-périmètre du 
r a r B+C triangle ABC). 
cos 
2 


En déduire le calcul des angles B et C. Discussion. 

Construire géométriquement le triangle ABC et retrouver les résultats de la 
discussion précédente. 

20) Soit T° le cercle de rayon r inscrit dans ABC. On mène la tangente BC, 
à D parallèle à BC. Soit l, le cercle de rayon r, inscrit dans AB,C;. On mène la 
tangente B,C, à l', parallèle à B,C. Soit T', le cercle de rayon r, inscrit dans AB,C,, 
et ainsi de suite. On forme ainsi une suite de cercles J", L,, L',, … ln … ayant pour 
TAVORS F, Pis Pas an ee Pn «ee On désigne par À, dj, las ln. les longueurs de ces cer 
cles et par S, Sy, Sa me Sn. leurs aires. Montrer que la suite r, rs, ra Mn est 
une progression, dont on déterminera la nature et la raison en fonction de r et h. 

Calculer la limite L de la somme 1 + 4 + l3 + … ln + … et la limite S de la 
somme s + 5 + 84 + … + Sn + … quand n augmente indéfiniment. Existe-t-il 
un cercle (C) dont la longueur soit L et l'aire S? 

3°) Calculer r et h de façon que la progression 

DH tra tem tu 
1 


ait pour limite 1 et pour raison —. Sachant en outre que A est droit, on de- 
10 


mande de calculer numériquement, avec toute la précision des tables de logarithmes 
à 5 décimales, les angles B et C en degrés minutes et secondes, le côté a et l'aire du 


triangle ABC. 
Donner également une construction géométrique du triangle. 
(GRENOBLE). 


C-306. — Trouver les angles d’un quadrilatère convexe circonscrit à un cercle 
de rayon r, connaissant trois côtés consécutifs a, b, c, de ce quadrilatère. Discuter 
par rapport à r. On distinguera deux cas : celui où les points de contact des côtés 
du quadrilatère avec le cercle sont sur les côtés eux-mêmes et celui où certains de 
‘ces points sont sur les prolongements des côtés. 


(AGREGATION). 


c-306./#_ soient deux axes de coordonnées orthonormés 2/0x, yOy; sur 
z'Ox deux points fixes B et C ayant pour ‘abscisses, respectivement — a et + a. 
Un point quelconque M du plan peut être caractérisé : 

— soit par ses coordonnées carlésiennes x et y ; 
— soit par les directions des deux droites partant BM et CM, directions définies 
à kr près par les angles : 
(0, BM) = B (direction origine BO ; sens positif ; inverse de celui des aiguilles 
d'une montre) ; 
(CO, CM) = G (direction origine CO ; sens positif : celui des aiguilles d'une 
montre). 
Les angles B et C s'appellent les coordonnées biangulaires du point M. 
1e) Une relation imposée aux angles B et C définit une ligne que décrit le point 
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M. Dire sans démonstration quelles sont les lignes définies par les relations B = C, 


2! (préciser par une figure). 
3 

2e) Ligne définie par la relation B = 2C? (On établira une relation entre les 
distances du point M au point B et à l'axe Oy ; il y a plusieurs cas de figure). 

3e) Ligne définie par la relation te Bitg C = 1. 

En déduire la ligne définie par tg BtgC = 
inférieure, soit supérieure # 1. 

4° Lorsque M décrit une droite D coupant x'Ox au point P d'abscisse p, et fai- 


sant avec Ox un angle (Ox, D) = 8, montrer que B et C sont liés par une relation 
de la forme : 


k étant une constante, soit 


A cotg B + pi cotg C = 2a. cotg 8 


x et étant des constantes que l’on caleulera (fonctions de a et p). Réciproquement, 
$i B et C sont liés par une relation de cette forme, par exemple 3 cotg B — 5 cotg C 
= 4, prouver que M décrit une droite. Construire celte droite. Quel est son coeffi- 
cient angulaire ? 

Quelle serait, en coordonnées biangulaires, l'équation d'une droite passant 
par O ? d'une droite parallèle à Oz? d'une droite parallèle à Oy? 

5e) Plus généralement, connaissant les coordonnées cartésiennes x et y d'un 
point M, calculer cotg B et cotg C et inversement. A l'aide des résultats obtenus, 
retrouver les résultats du paragraphe précédent. 


Li 
Quelle est la ligne définie par la relation B—C = —? 
2 


(PONDICHERY). 


C-307. — Dans un triangle ABC, on connaît la somme À des deux hauteurs 
issues de B et C (h = y + he), la différence K des côtés b= AC, c = AB 
Œ&=b—c>Z0) etlecôté a = BC. 


1°) Former l'équation qui donne l'angle A ; s’il ÿ a lieu, on transformer cette 
A 


équation en une équation donnant cos — 
2 


2e) Discuter combien il y a de triangles ABC répondant aux données précé- 
dentes, en faisant varier @, k et À étant supposés fixes. 
3°) Par les sommets B, C, on mène les parallèles BD, CE à la bissectrice exté- 
rieure de l'angle À du triangle. (D est sur le côté AG, E sur le côté AB prolongé). 
Evaluer, en fonction de h et k, l'aire du trapèze isocèle BCDE et construire un 
rectangle de diagonale BC équivalent à ce trapèze. 


4° Déduire de là une construction géométrique du triangle proposé et retrouver, 
par celte construction, les résultats de la discussion. 


(PARIS). 


B-38. — Soient À, B, C, les angles d'un triangle, R et r les rayons des cercles 
circonserit et inscrit. 
1e) Démontrer les deux formules : 


r Es B C 
— = 4 sin— sin — sin — 
R 2 2 
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r 
et — — cos A + cosB + cos C — 1 
R 


2°) Connaissant A et À — —, calculer les angles B et C du triangle. Discuter. 


R 


Pour tous les triangles ayant même angle À, quels sont ceux pour lesquels 
7 


r 

est maximum? Quel est le maximum de — pour tous les triangles possibles ? 
ñ 

A quels triangles correspond-il ? 


8e) Calculer les angles B et C pour a = et À = 0,2. 


CE 


Exprimer les angles en grades et degrés. 
4°) Construire géométriquement un triangle connaissant A, R, et r. 
(BORDEAUX). 


C-309. — On considère le tétraèdre SABC. 


19) Caleuler la hauteur SH du tétraèdre relative au sommet 5, ainsi que les 
arêtes SA, SB, SC, en fonction des trois côtés AB —c, BC = a, CA = b, dela 


base et des 3 dièdres du trièdre AB, BC, CA, ayant pour arêtes respectives AB, BC, 
CA. 


Montrer que l'on a : 
2 surface ABC 


SH — 
acotg BC + b cotg CA + ccotg AB 


(ot! AB + cotg? AC + 2cotg ABcotg AC cos »| 
sin'A 


A étant l'angle en À de ABC. 


SA? = SH? F: + 


2°) On suppose que le tétraèdre présente 4 faces équivalentes. Démontrer dans 
cette hypothèse les relations : 
sn AB sinBC sinCA sinSA sinSB sin $C 


€ a b SA $sB sc 


cos AB + cos BC + cos CA = 1 
ainsi que les 3 relations analogues pour les autres faces du tétraèdre. 


3e) Le tétraèdre SABC présentant encore ses quatre faces équivalentes, on 


suppose en outre a = b. Calculer les dièdres: ÂB, BC, CA, en fonction de a et €. 
Discussion. 
(RENNES). 


— 1°) Calculer les côtés a, b, 6, d'un triangle ABC sachant qu'ils satis- 
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2be = a(b+e) &) 
connaissant le périmètre : 2p = 37 
et la somme des carrés : af + bt+ ct = 469 


2+) Dans un triangle quelconque ABC, une droite pivotant autour du pied D 
de la bissectrice intérieure AD de l'angle A, rencontre en P et Q les côtés AB et AC 
(ou leurs prolongement au delà de BC). Etablir la relation : 


1 1 1 1 


pen fie 


AP AQ b e 


Montrer qu'il existe des triangles tels que la perpendiculaire en D à la bissec- 
trice AD détermine sur les côtés de l'angle A des segments égaux à a. 


3e) Sur les côtés AB et AC, on porte, à partir du sommet À et dans le sens de 

A vers B ou C, des segments AE = AF = a. La droite EF rencontre BC en à. 

En se plaçant dans le cas où b> a > c, exprimer, en fonction des côtés, le rap 
ëB 

port —— ainsi que la distance SA’ de 3 au milieu A! du côté moyen. 


5c 


4e) Soit Ÿ” le point d'intersection du côté moyen BC avec la droite IG joignant 
le centre I du cercle inscrit avec le centre de gravité G. Exprimer, toujours dans 


: 3'A' 3B 
l'hypothèse b> a > c, les rapports ——, — et la distance 'A' en fonction 
ÿD 8c 
des côtés. 
a 


Vérifier la relation : GA'.O'A' = — 
4 
Préciser la relation géométrique qui existe entre les points 5 et 5’ sur le côté 


5°) Montrer il existe une infinité de triangles spéci: 
péciaux pour lesquels les 
droites AS et "D sont identiques aux bissectrices, respectivement intérieure et 
extérieure de l'angle A ; leurs çôtés satisfont à la relation (1) de 1°). 


Former la condition entre les hauteurs et 
Pire. rs et celle entre sin A, sin B, sin C. Vérifier 


B Le A 
cotg® — + cotgt — = 2 cotgt — 
2 2 2 


A B C 
et en déduire une relation entre sin —, sin —,sin? —, une relation entre 
à 2 


AI, BI, CI, une relation entre les rayons des cercles exinscrits. 
(MONTPELLIER). 


C-311. — 1°) — u, v, w, étant trois angles en radians, montrer que E défini 


E = costu + costo + costw + 2 cos u cos v cos w — 1 


peut se mettre sous la forme d’un produit de cosinus d’angles dont les mesures 


sont des fonctions linéaires de u, p, £ 
sont des fonct v, w (on pourra considérer l'expression eomme un 


2°) Dans un triangle ABC, D est l'orthocentre, O le centre et R le rayon du 
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cercle circonscrit, A'B/C! les pieds des hauteurs issues de A, B, C, Calculer, en 
fonction de R et de À, B,  : les côtés, le périmètre et l'aire de A'B'C', les rayons 
des cercles tangents aux trois côtés de ce triangle A'B/C', ainsi que la distance 
OD. 

3e) Déterminer B et C d'un triangle ABC connaissant À, R et ! = OD. Diseu- 
ter. 

Construire géométriquement le triangle avec A, R, L. 


H-312. — On désigne par À, B, C, a, b, 6, les angles et les côtés d'un triangle 
(notations classiques). 


B p—a) p—c) 
1°) Montrer que w—= 
2 p (p—5) 
En déduire que, si l'on a : 
B Le 
cotg— . cotg—=3 (1 
2 à 


a, b, €, forment une progression arithmétique. La réciproque est-elle vraie? ABC 
peut-il être rectangle ? 


Calculer B en degrés, sachant que G = 87° 15! 


B 
2°) Calculer le rayon r du cercle inscrit en fonction de tg—, ainsi que la hau- 
2 


teur issue de A. Montrer que le centre du cercle inscrit et le centre de gravité sont 
sur une même parallèle à BC. Etudier les variations de r en fonction de B. Courbe 
représentative. 


3°) On suppose dans ce qui suit que ABC satisfait à la relation (1). Les points 
B et C étant donnés, montrer que le lieu de À est une ellipse (E) dont on précisera 
les éléments essentiels : centre, foyers, sommets, directrices. 


Le point B étant seul fixe, on suppose que le point C décrive une droite D du 
plan. Déterminer les lieux du centre et les sommets de l'ellipse E. 


A quelles courbes les tangentes aux sommets restent-celles tangentes ? (Distinguer 
le cas des sommets du grand axe et le cas des sommets du petit axe). 


4°) a étant donné, peut-on choisir arbitrairement € = AB? 
On prend a=6 etpose c= x. 


A 
Exprimer la quantité : y = 27tg*— en fonction de x. 
2 
Etudier les varlations de cette fonction y quand x varie dans les limites permi- 
ses. Tracer la courbe représentative, En déduire, sans calcul, le nombre des trian 
gles ABC lorsqu'on donne a = 6 et l'angle A. Ce problème est-il toujours possible ? 
Donner une construction géométrique du triangle. 
(PARIS). 


B-313. — On considère un triangle ABC d'angles À, B, C, de côtés a, b,c, 
G<a<e. On suppose: c=atx a=0+x 

1°) Montrer que a est moyenne arithmétique entre les deux autres côtés. Entre 
quelles limites doit varier z pour que, a étant donné, le problème soit possible. 


2°) Calculer cos A, cos B, cos G, en fonction de a et x. Etudier les variations 
de ces trois fonctions de x où a est donné. Tracer les trois courbes sur le même 
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graphique. En déduire entre quelles limites peuvent varier les angles. Li 
u . Le triangle 
peut-il être rectangle. Valeur des angles dans ce dernier eas. ; 


Une parallèle à l'axe des ordonnées rencontre le graphique de cos B en M, celui 
de cos A en N. Etudier les variations de NM quand x varie. 


BC 1 
3°) Démontrer que, dans un tel triangle : 1g —.1g— = — 
2 


3 


Calculer B sachant que C = 87° 15. 


g B 
4°) Galculer le rayon du cercle inscrit et la hauteur issue de A en fonction de —. 


Montrer que le point de rencontre des bissectrices intérieures et 1 

is le ù 
du triangle sont sur une même parallèle à BC. Lite Li 
a 


— étant donné, caleuler lg —, Discuter. 
r 


B-314. — Soit un triangle ABC dont le côté AC = b est fixe en position. Les 
a 
côtés AB = c, BC = a, varient mais vérifient toujours b = ee 


avec a > € 
1) Lieu de B. Etabli ï ë ï 
eng) dieu de B, Etablir que la relation donnée est, dans Le triangle, équivalente à 
2sinB = sin A + sin C 


A € 
1 = 8t8—. 18 — 
2 2 


2°) Résoudre le triangle connaissant B. Discuter, 


39 : , la hauteur CH = À. 
Cas particulier : = h. Calcul de aete. 
4° On donne A—C =. Indiquer le calcul des angles. 


5°) Soient r, F9, hp, les rayons d inseri Fe 
tra Soient re oo les rayons de ses cercles inscrit et exinscrit et la hauteur du 


Montrer que: 3r=rm = 


6°) Posant b—a=c— 


2, établir les relations 


a+ 5x a + 2ar + 3x 
cos A = cos B = CS LS 


2(a +2) 2a (a + 2x) 2a 


— IL — 19 A et B étant deux angles quelconques, montrer que : 
sinfA —sinfB = sin (À + B) sin (A — B) 


2) a, b, 


A,B, C, étant les côtés et les angles d'un triangle, montrer que : 
&— b sin (A—B) 


« 


sin C 
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3°) Connaissant dans un triangle la différence A—B=0, 0<6<m, le 


côté e et le rapport = À @ > 0), comment peut-on calculer les éléments 


du triangle? Discuter des deux cas 0 aigu, 8 obtus. 


Li 
40) Calculer A, BC, connaissant @=— et À = — 
10 


(On calculera A, B, C, en grades et degrés). 


IL. — Soient deux axes perpendiculaires z’/Oz et y’Oy et deux points À et B 
c 


= € ns 
sur l'axe des y, tels que OA = + — Œ=—— 
2 2 
1) z et y étant les coordonnées d’un point M du plan (+ supposé > 0), calculer : 
Re de 
tg (MAB — MBA) 
Caleuler y en fonction de z et de la différence 6 = MAB — NEA. 
Construire le lieu H de M quand 6 reste constant 0 < 0<7 
2°) Déterminer la droite (D) lieu des points M tels que MB! — MA? ait une 
valeur constante Àë (À > 0) 


3°) Retrouver le résultat de la discussion de 3°) de la première partie en étudiant 
les intersections de (H) et (D) définies par leurs équations. 


IIL — 1e) Montrer que lorsque M décrit (H) (dans les conditions du 1°) de la 


seconde partie) les bissectrices de l'angle ÂMB gardent des directions fixes () 
et (3°), que le produit des distances de O à ces bissectrices reste constant, ainsi que 
le produit des distances de M aux deux droites (A) et (À’) menées par O paral- 
lèles à (8) et (3). 

2e) Conclure de cette dernière propriété que (H) est un arc d’hyperbole équila- 
tère (on pourra, par exemple, établir son équation en prenant pour axes les bis 
sectrices (À) et (A). 

BORDEAUX). 


C-316. Dans un plan orienté, on considère un axe fixe r'Oz et sur cet axe le 
point A d'abscisse R positive donnée. Soit (0) le cercle de centre O, de rayon H. 


Li 


On considère un axe X’OX et deux points M et N de (0) symétriques par rap- 
port à cet axe. On appelle 6 l’une quelconque des déterminations de l'angle orienté 


> + 
de demi-droites (O7, OX) et @ l'une quelconque des déterminations de l'angle 


> > + > 
orienté (OX, ON) ; l’une des déterminations de (OX, OM) est alors —@. 


1e) Calculer, en fonction de Get de LA les longueurs arithmétiques des côtés 
du triangle AMN. Montrer que, si la condition : 


@ 2MN = AM+ AN 
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est satisfaite, Ô et p sont nécessairement liés soit par la relation : 


(Ci) 4cosp — cosÔ = 3, 
soit, par la relation : 
[Ca] 4 cosp — cos Ô = — 3. 


2°) Montrer que l'une ou l’autre des relations (2') et (2°) entraîne la relation (1). 
Il conviendra d'abord d'établir que : 


{sin u] — 2/sin | entraine sin (u + v).sin (u — v) > 0, 
et que: 
Icos u] = 2[c08 v| entraine sin (u + v).sin (ù — v) < 0. 


oi R 
3° Soient C le point de z’Oz d'abscisss OC = ——, H sa projection sur 
4 


MN, (C) le cercle de centre C qui passe par A. En utilisant ce qui précède, montrer 
que, pour que la condition (1) soit satisfaite, 11 faut et il suffit que la condition : 


3R 
6) CH = — 
4 
le soit, c’est-à-dire que MN soit tangente au cercle (C). 
nu 


On appellera (T) le triangle varlable AMN, Inscrit dans (0), de sommet A fixe 
satisfaisant constamment à La condition (1). 


1e) Montrer que la droite AH qui joint le point À à la projection H de C sur 
MN est bissectrice Intérieure en A du triangle (T). Trouver, lorsque (T) varie, le 
lieu du centre I de son cercle Inscrit, et celui du centre I’ de son cercle exinscrit 


TA TA 
dans l'angle A {on pourra commencer par évaluer les rapports —— et =} 
TH TH 
2e) Montrer qu'il existe en général, pour chaque position de (T), une hyperbole 
passant par M et N, admettant pour foyer A et pour directrice associée la droite 
CH. Trouver, lorsque (T) varie, le lieu de chacun des sommets de cette hyperbole 
ét le lieu de son centre. Montrer que chacune de ses asymptotes passe par un point 


fixe. 
(Bacc. M.E. et M.T. France métropolitaine). 


B-17. — On donne le système d'équations trigonométriques : 

o COST. cosy = a + b 
sinz.siny = b— a 

où a et à sont deux nombres algébriques donnés (que l’on considérera au cours 
des discussions comme les coordonnées d'un point M d’un plan auxiliaire (P) 
par rapport à deux axes rectangulaires de ce plan). Lorsque a et à sont convena- 
blement choisis, il existe deux angles & et 8 compris entre 0 et = dont les cosinus 
sont respectivement 2a et 2b. On considérera encore & et 3, lorsqu'ils existent, 
comme les coordonnées d’un point m d'un second plan auxillaire (p), par rapport 
à deux axes rectangulaires de ce plan, 

1°) Dans quelle région de (P), M doit-il se trouver pour que x et existent ? 
Exprimer dans ce cas au moyen de x et [3 toutes les solutions du système (1). 

2°) On suppose, pour toute la suite du problème, que x et y sont deux angles 
d'un même triangle (T) et qu'en outre x est supérieur ou égal à g. Montrer qu'il 
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existe au plus une solution du système (1) qui satisfasse à ces conditions supplé- 
mentaires et donner l'expression de cette solution lorsqu'elle existe. Dans quelle 
région du plan (p), le point m se trouve-t-il alors ? Dans quelle région de (P), M 
doit-il se trouver pour que la solution existe ? 

3°) Où doit se trouver m pour que (T) soit équilatéral ? Quel est le lieu des 


points m qui correspondent à un triangle (T) isocéle : 

a. avec z =; 

b. avec z = 7; 

c. avec y = z [z désignant le troisième angle de (T)] ? 

Dans quelle région (r) du plan (p). m doit-il se trouver pour que z soit supérieur 
à z (donc aussi à y) ? 

4°) En se servant des résultats qui viennent d’être obtenus, répondre aux mêmes 
questions en ce qui concerne la position de M dans le plan (P). On trouvera pour 
les cas b et c deux ares d'une même courbe ; on mettra ces arcs soigneusement en 
place sur la figure tracée dans le plan (P). 

Calculer l'aire de la région (R) cherchée pour M dans la dernière question, 


Œace. M. E.) 
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FORMULAIRE DE TRIGONOMÉTEIE 


bugs — dus 
& 
bsoo dsoo buys + duys [e— uys + (q +») w]£ 
———— Li 
(6—d) us & 
bs09 — ds0o [e + 5) 500 — (q — ») “]* 
bsoo dsoo L 
— = b3+ d8 t 
(G+d) us bsoo + dsoo| | (g — ) s09 + (q + ») “| 
L 
d—T DYs09 + J afoñ+l} 
—— = 23} > —— 
1% DGS09 — F q8—081 
d +TI 4 a8308—T 
—_—_— ———— ———— = Q+r)# 
18 DTS00—T a 8 +083 
T d+ir LA 
1= — 3) — ———— q US DS00 — Q s09 D US = (q — D) us 
L d—T Dgs09 + 
t & D81— 1 
—$09 — UJSZ = Duys ——— q us D S09 + q s09 DUJS = (9 + v)uys 
D D CEE 4 
& 
aus = DS02 — TJ D$09 DUSZ qUIS DUIS + Q S09 D S09 = (q — D) 509 
: Dasz— 
LA I—D:$09 % 
— 500% = Ds00 + I DEus — D,500 QUIS DUyS — Qq 509 » 509 — (q + D) 500 
D 
LA 
B00|»83— |0— | S00| 8300 — (0 + 1) 3300|2B309 —— (0 — u) 309 |»B09 — — (» —) H300| 
2, 
L4 
D—-) 8 | 281 = (0 + 1) 8 DERR mn 
Quys — = (0 + u) us|o us = (0 — 1) us |ouys — 
2509 — = (2 + x) soowsuo — = (x — 1) s00| » s00 
°09 8109 op 8100 00€ 8300 |  oquyju : 0 8109 
09 51 cr 51 00€ #1 o=0 # 
°09 uys op uys o0€ us o=ous 
+09 502 op 500 00€ S02 = 0502 | = vus + 0,500 
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TABLE DES VALEURS DES RAPPORTS TRIGONOMETRIQUES 
DES ANGLES AIGUS 


DE DEGRE EN DEGRE DE GRADE EN GRADE 


Dans un triangl 


at = bt + et — 2 be cos À 


et 2 formules analogues 


Cote. | Cos. Î 


1,000 
0,0990| 
0,005 
0,9989 
0,008 
0,007 
0,006 
0,094 
0,902 
9,000 
0,098 
0,085 
0,082 
0,970 
0,076 
n,072 
0,960 
0,005 
0,060 
0,056 
0,951 
0,840 
0941 
0,035 
0.030 
0,924 
oo18 
oei1 
0,905 
0,808 
0,801 
0,884 
0,878 
0,889 
0.881 
0,853 


éscsvssius | 


o 
1 
3 
4 
8 
8 
9 


ATTENTION 
ATTENTION 


3 
58 
8e 
47 

42 
38 
88 
29 

5 


TROISIÈME PARTIE 


RÉSOLUTION DES TRIANGLES 


(non au programme de la classe de Mathématiques Elémentaires) 


CHAPITRE VII 


RÉSOLUTION DES CAS CLASSIQUES 
DES TRIANGLES 


L — DÉFINITION 


125. RÉSOLUTION D'UN TRIANGLE. Résoudre un triangle e’est en 
déterminer les eôtés et les angles inconnus à partir d'éléments donnés. 


IL — CAS CLASSIQUES DE RÉSOLUTION DES TRIANGLES 


126. Nous indiquons ci-après, comme premiers exemples, la résolution 
des triangles correspondant aux cas d'égalité classiques. On utilise 
fréquemment ces méthodes dans les problèmes pratiques de topographie. 


127. Résoudre un triangle connaissant a, B, C (un côté et les deux 
angles adjacents). 
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Les données sont supposées raisonnables, c'est-à-dire : 


2>0 0<B<7T 0<C<7+r 


Les éléments inconnus sont b, €, A, 
Tous ces éléments doivent vérifier le système : 


A+B+O =7x7 
a b ë 


[0] 


sin À sin 8 sin © 


(les lettres en caractères gras correspondent aux éléments connus.) 


On tire : A=r—B—C 
d'où sin A = sin (B + C) 
alors 
ash8 a sin O 
b= c = 
sin (B + ©) sin (8 + 0) 


128, DISCUSSION : D'après le théorème $ 122, a, b, c, À, B, C, sont 
les éléments d'un triangle si a, A, B, C, sont positifs. a, B, C, étant 
positifs par hypothèse, il suffit d'exprimer que : 


A >0, c'est-à-dire [B + C <r |, unique condition de possibilité. 


Le triangle est alors déterminé de manière unique à un déplacement 
près de l'espace. 


128. CONSTRUCTION GÉOMÉTRIQUE.— 


On place BC = a, puis, d’un même côté X Y 
de BC, on construit les angles adjacents 


S = 
CBX =B et BCY = C. Les demi-droites 
BX et CY se couperont en un point A si 
B+C<rz (fig. 50). Fig. 50 
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EXEMPLE NUMÉRIQUE (1e' cas) 


Données : a = 2.127,3m; B= 5102712; 


C = 4201825" 


asinB asnC 
A = 1800—(B+C); db = ï = 
sin A sin A 
—_—_— 
Caleuls auxiitaires Calculs définitifs 
log a A 
2 179e59/60" 
log 2127 3,32777 (20) B+C= 93045/37" 
3 6 
te A = 8642 
loga = 3,32783 
log sinB n 
log sin 51927! — 1,89324 (10) loga = 3,32783 
12 2 log sin B 
— colog sin A 


logsinB = 1,80326 
RE | 


dog sin C 
log sin 42°18/  — 1,82802 (14) 
25" 59 
log sin C = 7,828079 
TE 
eolog sin À 
log sin 86014! — 1,09906 (1) 
23" 3 
log sin À = 1,999063 


colog sin A = 0,000937 


log b = 3,222027 


1667 194 26 
8 “fr 
87| 3 
4 9 


b = 1667,34 m. 


a 
e 
loga = 3,32783 


log sin C = 1828079 
colog sin A = 0,000937 


logc = 3,156846 
e = 1435m 


Résultats : A — 86014123” 


b = 1667,3 m ce = 1435m 


130. Résoudre un triangle connaissant b, ce, A (deux côtés et l’angle 


compris). 


Les données sont supposées raisonnables, c'est-à-dire : 


b>0 e>0 


D0<A<®=T 
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Les éléments inconnus sont a, B, C. 
Tous ces éléments doivent vérifier le système : 
A+B+C=7x—T 
[0] a » a 


sin A sin B sin C 


On déduit le système partiel : 
B+C=7r—A 


snB % 
hC o 
ou : B+C=7r—A 


sin B — sin C b—c 


sin B + sin C b+c 


Cette dernière équation s'écrit : 
B—C B+C 


2sin cos 
2 b—c 
_B+CG B—C b+e 
2sin cos 
2 2 
ou : 
comme 
B+c Li A 
2 2 2 
B+cC A 
cotg = tg — 
2 
et comme A 
t@—#0 
2 
B—C b—c A 
te = cotg— 
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Sans restreindre le problème, la symétrie des données permet de 
supposer b ><. Comme, dans un triangle, au plus grand côté est opposé 


A 
le plus grand angle, on a B > C. D'autre part, on a cotg : > 0, puis- 


A T L3 
que 0 < — < —; donc,il existe un angle 6 compris entre 0 et —, tel 
2 2 2 


que : 
b—c A 
cotg— = tg0 
b+oc 2 
B—C 


L'équation (1) devient : tg =180 (2) 


Les angles B et C que nous cherchons devant être compris entre O et 
B—C 


r, leur différence B — C est comprise entre 0 et x et entre 0 


T 
et — (car B>C). 
2 


@ étant lui-même compris dans le premier quadrant, l'égalité des 
tangentes entraîne : 


B—C—20 
En rapprochant de B + CG = x — A, il vient : 


B+C=17—A 
B—C=28 


soit 
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Connaissant B, on tire “ a?” de l’équation : 


a b 
sin A sin B 
bsin A 
a = 
sin B 


131. DISCUSSION : D'après le théorème $ 138, a, b, c, A, B, C, sont 
les éléments d'un triangle si un côté et les trois angles sont positifs 
Ici, l'hypothèse indiquant b > 0, c > 0, À > O0, il suffit d'exprimer 
que B et C sont positifs, ou simplement : 


C>0, puisque B>C 


Cette condition s'écrit : 


ou cotg — > cotg — 
2 + ce 2 
À b—c 
se réduisant | puisque cotg— > ous D DES 8e, 
2 b+c : 


inégalité toujours vérifiée. 


En définitive, si les données sont raisonnables, le problème est toujours 
possible et le triangle est déterminé de manière unique à un déplacement 
près de l’espace, ce qui est d'ailleurs immédiat géométriquement. 
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132. EXEMPLE NUMÉRIQUE (2° cas classique) 


Données : b=19518m; c=—127,72m; A 7,258 g' 
4 B—C b—e A bsin A 
Formules : t# = cotg—; a= 
b+e 2 sinB 


Caleuls auxiliaires 


Tog (b—e) 
b— © = 07,46 
log (b— c) = 1,82905 
Se  — 
lg @+e) 
b + c= 322,9 
log (+ €) = 250907 
PR RC 
A 
log eotg — 
2 
38,629 gr 


0,15854 (14) 
14 


log cotg— = 0,15855 
2 


——————— 
log 1951 = 2,29026 (22) 
8 176 


log b = 2,29044 


———————— 


log sin À 7 
log sin 77,28g° — 1,97173 3) 
8 24 


log sin A = 1, 
A 
log sin B 
log sin 79,98gr = 1,97816 (2) 
3 6 


log sin B — 1,97817 


Caleuls définitifs 


Bet C 
log (b— ce) — 1,82905 
A 


log cg = 0,15855 
colog (+ c) = 3,49093 


B—C eu 
log tg— = 1,47853 
2 


18,61 849 | 25 
1 
6 40! 1 


15 
B—C 


= 1861287 


B+C 


= 61,371 g' 
2 


B= 79,983g"  C=— 42,759 


logb = 
log sin À — 1,97175 
colog sin B = 0,02183 


loga = 2,28402 


a = 192,31 


8 


Résultats : B = 79,983 g° 


C— 45,759 g° a = 192,31 m 
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133. Résoudre un triangle eonnalssant a, b, €, (les 3 côtés). Les 
données sont supposées raisonnables, c'est-à-dire : 
a > 0, b > 0, e>0 

Les éléments inconnus étant les trois angles, on emploie les formules 

du 2 système fondamental, dans chacune desquelles figurent les 3 côtés 


et un seul angle. 
De la re: ap? +0 — 2be cos A, ontire: 


Bt + ct — at 
cos A = 


œo 
2bc 

On a vu (remarque fondamentale & 123) que le 2e membre est com- 
pris entre —1et 1, si b+e> a |b— el. 

L'un des côtés doit donc être compris entre la somme et la différence 
des deux autres. 

L'équation (1) fournit alors un angle À unique, compris entre O et x 
De même, les 2e et 3e équations du 2e système fondamental donnent 
B et C sans discussion nouvelle, puisque nous avons vu qu’il existe un 
triangle unique ayant pour éléments b >0, c>0, 0O<A<7r 
Les expressions de cos B et cos € s'obtiennent à partir de (1) par permu- 
tations circulaires. 

En définitive, le problème est toujours possible quand un côté est 
compris entre la somme et la différence des deux autres. 


134. SOLUTION GÉOMÉTRIQUE (fig. 51). — 


On place BC = a, puis de B et C comme 
centres, avec respectivement c et b comme 
rayons, on décrit deux cercles qui se coupent 
en deux points, dont l’un est le 3° sommet du 
triangle cherché (à un déplacement près) sous la 
condition que la distance des centres soit com- 
prise entre la somme et la valeur absolue de 
la différence des rayons. Il revient au même 
d'exprimer que le plus grand côté est inférieur 
à la somme des deux autres, Fig. 51 


135. CALCUL PRATIQUE. — En réalité, on n 


e traite pas le pro- 
blème d’inversion du cosinus sur la formule @), 


car si les données sont 
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ffres, il est fastidieux de calculer 
ombres comprenant plusieurs chi! , 
. de € — a, Aussi, met-on les résultats sous une forme logarithmique 


commode. 


On a: A ET. 
1 — cos À = 2e 2 be 
@—b+e) (a +b—c) 
TE 
Dbe+b+e—a  (b+c) —a 
1 + cos À = sn = 2 be 
G+ce+a) (b+c—a) 
5 À be 
A 
2 sin — 
1 — cos A : 2 (a+b—ec)(a +ce—b) 
1+%A A &+b+9(B+e—a) 
2 cost — 
Posons : GB RTE ='2P 
il vient : g+b—e—2(p—c) 
b+e—a—2(p—a) 
c+a—b=2(p—0b) 
A @—5) (p—c) 
D'où Cr ee 


2 p@—a) 


A us A 
et comme 0 < — < —, tg — est positive et 11 vient : 
2 2 2 


A (P D) (p — ©) 
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A 1 
log #— = = [rs 1P— | + log [p —c| + colog |p — a] + colog e] 


De même 
B (p—c) (p— a) 
tg— = —_——_— 
2 P(p—b) 
c @— a) (P—b) 
t&— — 
2 P (p—c) 


On est ramené à un calcul logarithmique portant sur des quantités 
P, P— a p—b, p—c, faciles à former. 


REMARQUE : Pour la commodité des calculs numériques, nous 
écrirons : 


Se (—b) (p—c)(p—a) A 
2 V p (p—aÿ p—a P 


et, par permutation circulaire : 


Ge 24 (p— a) (p — b) (p—c) 
2 pb P 


c 1 G— a) (p— b) (p—c) 


p—e p 
Dans le calcul du $ suivant, nous avons posé : 


(@—a)(p—b)(p—c) 
r A\/ 
P 


car ce nombre est la mesure du rayon du cercle inscrit. 
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136. EXEMPLE NUMÉRIQUE (3° cas classique) 


Données : = 22718; b=17224m;  c= 142,72 
————————————————— 
@—a)(p—b)(p—c) À r 
Formules : r = , t@— = , 
P 2 p—a 
B 
— = ———, C= 200g° —A—B 
2 p—v 
Caleuis auxiliaires Calouls détinitits 
2p = 542,14 x 
p= 271,07 + 
= È= 468 log 1 = 1,65029 
p— b= 98,83 colog (p— a) = ‘2,35763 
p— c=— 128,35 — 


A 
logtg — — 0,01302 
2 


5 
ë 
L] 

> 


log 271,0 2,43297 as) 51,02 g° 
7 112 


>wl 
[l 


Logp = 243308 mue 


———————— 


log p—a æ 
log 43,89 = 1,64237 


——— 


logr = 1,65629 
colog (p — &) = 72,00510 


B 
mire logtg— = 1,66139 
log 98,83 = 1,90489 : 
27,37 gr 137 | 18 
log p—e 1 L 
log 128,3 2,10823 (34) B = 54,742 8: 
5 17 
log (p — €) = 2,10840 c 
= A+8B = 156,782gr 
loyr C= 43,288" 
log (p— a) = 1,64237 
1 £ — 5) = 1,99489 
log (p— à) — 2,10840 Résultats 
colog p — ‘3,56692 A = 102,04 gr 
His B= 54,742gr 
21 r 3, = : 
16 r 5629 € 43,218 g' 


——__—_—_—_—_—__— + _—_—_—_—— 
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137. 


dit (” Cus douteux ?). 


Résoudre un triangle connaissant A, n, b, (deux côtés et l'angle 
opposé à l’un d’eux). 
Les données sont supposées raisonnables, c’est-à-dire : 
0 < A <r a > 0, b>0 


Les éléments inconnus sont B, C, e. 


Tous ces éléments doivent vérifier le système : 
LI L] € 
L = 
® j'una snB sn 
A+B+C=7 


bsin A 
On déduit immédiatement : sinB = 


a 
Le problème de l'inversion est possible si: 
b sin A 


< 1, 
a 


T 
Il existe alors un angle 9, O0 <@<—, tel que : 
2 


bsinA bsinA 
(puisque 


4 a 


sinô = 


>0 


Alors : sin B — sin 0. Comme B et @ sont compris entre O et LA 
il vient donc : B'= 0 «@) 
ou : B'=x—0p @) 
(Ces deux solutions sont confondues si b sin A = a; alors 
Li T 
6=— « B- 2) 
2 2 
Les valeurs de C correspondantes sont : 


C'= r—A—8 
c' = 6 —A 


Li] 
(avec c'=C—=——A, si bana = a) 
2 
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D'où, en définitive, les deux systèmes possibles de solutions 


B'=0 
c'=r—-A—86 
S) a sin C’ a sin (A + 8) 
© = = 
sin A sin A 
B"-=r—0 
c' = 6—A 
(1) asinC’  asin(8— A) 
c— = 
{ sin À sin A 
systèmes se réduisant à : 
7 
B=— 
2 
s 
L Cats, sibsnA= a 
2 


c = a cotg A 


138. D'après le théorème $ 122, a, b, c, A, B, C, sont les éléments 
d'un triangle si un côté et les trois angles sont positifs ; puisque par 
hypothèse on a: a>0, A>D0, il suffit d'exprimer que B et G 
sont positifs: or, B'=0 et B'=7x—0@ le sont certainement 

T 


puisque 8 est un angle compris entre 0 et rh Tout revient à exprimer 


la condition: C > 0. 
* 
1°) a > b sin A, done Lars 


1er système: C/=7—A—6 >0 donne 0 <m—A 
ui Li 

a — SA < »T—A > , donc A > 0 
2 


Li 
B—S A>—, nr — À et 6 étant tous deux des angles algus, 
2 


on peut remplacer l'inégalité entre les angles par l'inégalité entre leurs 


sinus : 
sin0 < sinA 


bsin A 
< sinA, d'où b<a 
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2e système : C” 


r 
— À > 0 donne 6 > A, impossible si À >— 
2 


T 
SIA < — l'inégalité peut se remplacer par : 
2 


sin 6 > sin A 
(car 8 et A sont des angles aigus) 


b sin A 
> sinA, d'où b>a 
a 
Li 
2) a = bsinA, done 6 = ru La solution donnée par (S’) convient 

Li 
si À < — 
2 


139. En groupant tous ces résultats, on peut résumer la discussion 
dans le tableau suivant, où l’on fait varier ’” a *’ de 0 à + co, 


2Solutions: 8, , 8, 


1 Solution : S4 
siA< ul 


quel que soit À 


2 Solutions 
confondues 


4 Solution 
Si 


S=5,=5 
si A< £ si A<! 
(Triangle (Triangle 


rectangle en Bi isocèle] 


140. SOLUTION GÉOMÉTRIQUE. — On place AC = à, puis l'angle 


es 
CAX = À ; de C comme centre on décrit un cercle de rayona;ilya 


autant de triangles solutions que de points communs au cercle et à la 
demi-drolte AX. 


En remerquant que la distance de C à la droite support de AX est 


CH = bsinA, on retrouve immédiatement le tableau précédent en 
considérant les figures n° 52-53-51. 
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Si A < Es Gig. 52) et b sin A <a < b, 2 points B'et B 
2 


(ar CH = bsin A) 
ui 

SiA > — (fig 53) et b <a 
2 


1 point B' 


ui 
Si A = — (fig. 51) et b <a 
2 


1 point B' 


Fig. 53 


141. Ce cas est dit douteux, parce qu'à la différence des trois cas 


précédents, il n’y a pas un seul triangle solution (à un déplacement près 
. T 


dans l'espace), mais deux dans le cas où bsinA <a < bsi À < 


REMARQUE : On peut dire cependant : Deux triangles qui ont 
deux côtés égaux chaëun à chacun et les angles opposés à l’un d'eux 
égaux et obtus sont égaux. 


CHAPITRE VIII 


RÉSOLUTIONS DES TRIANGLES 
(Cas non classiques) 


L — RELATIONS TRIGONOMÉTRIQUES REMARQUABLES D'UN 
TRIANGLE 
142. Nous avons vu que la donnée des trois côtés d’un triangle, 
ou de deux côtés et de l’angle compris, ou d’un côté et des angles adja- 
cents, détermine le triangle de manière unique. On peut donc se proposer 
de calculer les éléments remarquables d'un triangle en fonction de l’un 
de ces groupes de trois éléments. 


143. HAUTEUR D'UN TRIANGLE. — Soit AH = A, la hauteur 
= 
relative au côté a. L'angle ABH est égal à B (fig. 55) ou à x — B (fig. 56). 


A A 
ll 
1 
AE 
B Oh  C h B È 
Fig. 55 Fig. 56 


Dans les deux cas : 
— 
AH = AB sin ABH = csin B 


= csinB 
de même : a sinC 
= bsin A 
€ a asinC asinC 
Mais : = D'où: c = = — 
sin C sin A sin A sin (B + C) 
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a sin B sin C 


Il vient finalement : 


et deux autres formules analogues par permutations circulaires. 
Erercices N°9 318-9, 325, 333-5-7, 340-5-9, 365, 424-6, 443-6, 457. 


144. RAYON DU CERCLE CIRCONSCRIT. — On a vu que : 


a 
- 2R 


sin A 


a a 
d'où: R=— 


Bsin A 2sin (B +0 


145. RAYON DU CERCLE INSCRIT. — 


Le rayon du cercle inscrit de centre 1 
peut-être considéré comme la hauteur du 
triangle BIC relative à la base BC = a, 


A [ei 
Flg. 57 


B C 
adjacente aux angles — et — (fig. 57). 
2 2 


D'où : 


Soient A'B'C' les points de contact du cercle avec les côtés. Les 6 
segments AB’, B'C, CA’, A'B, BC’, C'A sont égaux deux à deux comme 
tangentes issues d’un même point à un cercle. On a : 


AC'=p—a= AB 
De mème : [ER = 7020 


Trigonométrie 6 


158 TRIGONOMÉTRIF 


Dans le triangle AC'I, rectangle en C’ on a: 
A 
r = AC'tg — 
2 


et deux relations analogues par permutations circulaires. 


a = BA’ + A'C: mais, dans les triangles rectangles 
on peut écrire : 


On a aussi : 
BA'I et CA'I, 


B C 
BA! = reotg — AC = rcotg— 
2 2 
B C 
donc : a=r (os — + si8—) 
2 2 


cotg — + cotg — 
2 2 


146. RAYON DU CERCLE EXINSCRIT 
DANS UN ANGLE. — Soient A’ B” C” 
les points de contact des côtés du triangle 
avec le cercle exinscrit (1,) dans l'angle A 
(fig. 58). 

Le rayon du cercle peut être considéré 
comme la hauteur du triangle BIAC rela- 
tive à la base BC = a adjacente aux 
angles : 

JS  _r—B 
CBh 


LD 
BC 


D'où : 
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et deux formules analogues. 


On a : 


=P 
A 
pts 


et deux formules analogues. 


De même, BC" = AC" — AB = p—c et, dans le triangle 
BC'I, rectangle en C”, on peut écrire : 


r—B 


rs = BC'tg 


Exercices N° 320-2. 
405-6-7-8-9, 410- 


A 


9, 354, 368-9, 371-2-3-4-5-6-8-9, 380-1-2-3-4-5-7-8, 
2, 436, 444, 4548, 463,4. 


147. BISSECTRICES INTÉ- 
RIEURE ET EXTÉRIEURE. — 


Soit AH = /4 et AD = ds la 
hauteur et la bissectrice intérieure 
relatives au côté a (fig. 59). 

AD détermine avec BC deux 
€ angles D, et D, dont l'un, D, par 
exemple, est inférieur ou égal à 


Fig. 59 


= et appartient au triangle ABD, B désignant le plus grand des deux 


angles Bet C(B > C). 
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ae 
D, est angle extérieur au triangle ADC et complément de HAD 
A Li 
done : De he ee ADO (0 
2 2 
D, est angle extérieur au triangle ADB et au triangle AHD 
A rm = 
donc : D,=B+—=—— + HAD (2 
2 2 


En retranchant (1) de (2), il vient : 
Eu 
B—C = 2HAD 

Ainsi, dans tous les cas (en faisant disparaître la condition B > C), 


sin (B + C) cos 


Soit AD' = d'a la bissectrice extérieure relative au côté a. On a : 


Li 


= LR 
HAD' = — HAD et dans le triangle rectangle AHD', on peut écrire : 


asinB sinC 


B—c| 


sin (B + C) sin 


Exercices Nos 321-3-4, 343, 389, 401-2, 432-7, 442, 449, 451. 
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A 
148. MÉDIANES. — Soit AM = m la 
médiane relative au côté a (fig. 60). On 
démontre la relation : 
a 
Do + ct = 2m + — 
B M C 2 


Fig. 60 


et deux formules analogues. 


sin A sinB 
la relation précédente s’écrit encore : 


at [2 sin*B + 2sin°C —sin | 


mi, = 
4 sin*A 


a[2 siniB + 2sin?C—sint(B +0] 


m'a = 


4 sin® (B + C) 


Exercices Now 327-8.9, 330-1-2, 342-5, 352, 363-4, 400, 427, 430-3, 450. 


149. AIRE D'UN TRIANGLE. — On a (fig. 55-56) : 


1 
— BGC.AH 
2 


1°) 
AH = csinB. D'où : 


1 
= — ba sinC = — cb sin A 
2 


L’aire d’un triangle est le demi-produit de deux côtés par le sinus de 
l’angle eompris. 
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2°) En remplaçant AH par son expression obtenue au $ 143, il vient : 
a? sin B sin C 


2sin(B + C) 
a 
3°) Rappelons la formule S = \/p (p — a) (p — b)(p — c) 
Exercices Nov 347, 350-7, 342, 390-1, 403-4, 428, 435, 446, 453. 


II. — EXEMPLES DE CAS NON CLASSIQUES DE RÉSOLUTION 
DE TRIANGLES. 
150. Résoudre un triangle connaissant AH — b, l'angle A et le rayon r du 
cercle inserit. 


Les inconnues sont : B, €, a, b, e. Il nous faut donc établir un système de 5 6qua- 
tions indépendantes. Les éléments devant être ceux d’un triangle satisfont aux 
conditions nécessaire: 


| FM 


e 


| sinA sinB sinC A 
qui sont suffisantes pour que ce soit les 
éléments d'un triangle si : B > 0, C>0, 
a> 0. (On suppose évidemment 
A 0) (fig. 61). Or, l'hypothèse exprime 
que la hauteur AH et le rayon du cercle 
inscrit sont égauxrespectivementä het r ; 
on connaît les formules : 


asinB sin C 


sin (B + C) 
B © 
asin— sin— 
2 
r= 
B+c 
sin 
2 
A+B+C=7 a) 
d'où le système : 
a Û e 
= = @) (3) 
sinA sinB sinC 
asinB sinC 
R = ——— (@ 
qu] sin (B + C) 
B ( 
asin — sin — 
2. 2 
r= 6) 
B+C 
sin 
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qui est suffisant si B>0, C>0, u> U, cette dernière condition étant 
réalisée, car, dans la dernière équation r > 0 entraîne a > 0 (les sinus étant 
> 0). 


Cumpte tenu de (1), (4) et (5) s'écrivent : 


h sin À = a sin B sin C a) 
A B 

rcos — = a sin— sin — 6) 
2 2 2 


et, en divisant membre à membre : 


hsin A sinB sin C 


A B c 


r cos — sin— sin — 
2 2 2 
ou : 
A À B B € € 
2h sin— cos — 4 sin— cos — sin — cos — 
2 2 2 2 
A B € 
F COS — sin— sin— 
ou : 
A 
h sin — 
2 B G 
= 2c0s — cos — 
r 2 2 


Le système (1) s'écrit : 
B+C=7—A 
A 
h sin— 
BC 2 


2 605 — cos — — 


h sin A 


[LU] a æ= 
sinB sinC 
a sinB h 
sin A sin C 
a sin C h 


c_— — 


sin A sinB 
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Les deux premières équations ne contiennent que les inconnues B et C, les trois 
autres déterminent , b, c, à partir de B et C. Résolvons donc le système : 


B+C=r—A 


A 
hsin— 
BC 2 
2 cos — cos — = 
2 2 Fr 
avec les conditions B>0; C>0 
A 
h sin — 
B+c B—C 2 
La seconde équation devient : cos + cos = 
2 r 
A 
hsin— 
B— 
ou : cos — = 
2 r 
A 
= sin— 
2 r 


Sans restreindre le problème, on peut supposer BZ C. B et C étant des angles 
d'un triangle, on doit avoir : 


h—7r A 
sin— > 0 
2 


ou : > 0, c'est-à-dire 17 


(@) 


Si ces conditions sont réalisées, on peut trouver dans les tables un angle q : 


Li h—r A h—7r A 
0 < p < — tel que cosp = sin— | car ——— sn— > 0 |. 
2 r 2 r 2 


c 


Alors : = cosp 


B—C 


et comme et @ sont tous deux des angles aigus : 
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En définitive, on a : B+C=7r—A 


B—C= 2P 
Soit : x A 
Bar + 
2 2 % 
Li A 
Case 
2 2 ? 
hsin A h sin A 
PER 
sin B sin C (Ê ) A ) 
NE 
an 2 ? FRA 
asinB h h 
bb = 
sin A sin C A 
cos | — + 
& +) 
asinC h h 
= she 


151. DISCUSSION. — Nous avons vu que les conditions précédentes sont 
Li A 
suffisantes si C > 0, c'est-à-dire 8 — — — > @. 
2 2 
Cette inégalité entre angles algus peut se remplacer par l'inégalité 
T A 


cos [———)<e 
2 2 UN 


(le cosinus d'un angle compris entre 0 et r diminue quand l'angle augmente) 
A 


@ 


En comparant (6) et (7). 11 vient en définitive : 
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152. SOLUTION GÉOMÉTRIQUE (fig. 62). 


1°) Placer l'angle A. 


2°) Déterminer sur la bissectrice 
de cet angle le point I à la distance r 
des deux côtés et décrire le cercle de 
centre I et de rayon r. 


8e) Le côté BC étant à distance À 
de A, tracer le cercle de centre À et 
de rayon h. 


4°) Tracer une tangente commune 
extérieure aux deux cercles, qui dé- 
termine avec les deux côtés de l'angle 
un triangle admettant (I) pour cercle 
inscrit, 


BI H \ Fig. 62 


153. DISCUSSION. — Le problème est possible si : 
a) il existe des tangentes communes extérieures aux deux cercles ; 


b) une telle tangente commune extérieure détermine avec les côtés de l’angle 
un triangle admettant (1) comme cercle inscrit (et non exinscrit). 


I est immédiat que : 

6) équivaut à la condition k > 2r. En effet, un cercle, tangent aux.3 côtés du 
triangle ABC et situé par rapport à BC du même côté que A, est inserit si la parallèle 
à BC mené par A ne le rencontre pas, exinscrit si elle le rencontre ; 

a) est réalisé si les deux cercles ne sont pas intérieurs l’un à l'autre, c'est. 
si la distance des centres est supérieure ou égale à la différence des rayons : 


-dire 


r 
h—r< AI = ——— (triangle AIK) 
A 


sin — 
2 


On retrouve bien les deux conditions de la discussion trigonométrique : 


A 
rÜ1+sin — 
2 


A 
sin — 


2 


NOTA. — Les deux tangentes communes extérieures conduisent à deux trlan- 
gles se déduisant l’un de l'autre par un retournement autour de la bissectrice de 
l'angle. 


2%<h < 
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REMARQUE. — On peut obtenir aussi la formule 
B—C h— 


cos 


2 r 


DS. 
en remarquant que l'angle AH = et en introduisant un triangle 


2 
rectangle d’hypoténuse AT, dont le 3e sommet est la projection de 1 sur AH. 


154, 2e EXEMPLE. 


Résoudre un triangle connaissant a, r, et sachant que B = 2C. 
Les inconnues sont : À, B, C, b, e. 
Elles sont liées par les relations : (5 équations, 5 inconnues). 


a b e 


sin A sin B sin C 
A+B+C=7 
B = 2C 


@ 
B c\ 
a = r | cotg— +cotg =] 

2 2 


relations nécessaires et suffisantes si A>0 B>0 C>0 
conditions se réduisant à A>0, C> 0 (puisque B — 2C est alors positif) 
Considérons le système partiel : 


{ B c a 


a cotg — + cotg— = — 
2 2 Fr 


B = 2C 


c 
En posant tg— = {, la première équation s'écrit : 
2 


1-e 1 a 
ER nr 
2 t r 
ou + 2at—3r = 0 (65) 
équation admettant toujours 2 racines puisque r et — 3r sont de signes contraires. 


Soit {’ une solution positive, la seule qui soit susceptible de convenir puisque 
l’on doit avoir x > CG> 0, 


T G 
donc —>—>0 ou t=tg—>0 
2 2 2 
Li 
Dans les tables, Il existe un angle p | 0 <  < — |telque { — tp. Ona: 
2 


a / 
fem tgp, soit — = p (les deux angles sont aigus). 
2 
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Alors, le système (1) donne : 


155. DISCUSSION. — Le problème sera possible si À = 7 — üp > 0 

T 
d'où p < — 
F< 

7 

tep < 18 — 

6 

1 
soit : 1<— 


Ainsi, la racine positive de (1) doit être inférieure à 


VE 


1 
On doit done avoir: (0). f (=) 0 


vs 


1 
Or O0) = — 3r<0, donc f Êe) >0 
3 


158. CONSTRUCTION GÉOMÉTRIQUE. 


L étant le centre du cercle 
inscrit, on remarque qu'entre les 
angles Bjet C, du triangle BIC, on 
a la relation : 

B = 2G (tig. 63) 


Soit I’ le symétrique de 1 par B 
rapport à la médiatrice (D) de 
BG. Sur le cercle circonscrit au 1D: 
triangle BIC, les ares BI, 1, PE, Fig. 63 
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sont égaux sinsi que les cordes qui le: 
ona: 


outendent ; donc sl H est le milieu de Il, 


IB = 21H — =2 


Done, I se trouve à l'intersection d’une parallèle à BC à Ia distance r, avec une 
branche d'hyperbole d’excentricité 2 Ty 
che 'Hyparbe € > C}, admettant B pour foyer et (D) pour 


À (D 


D'où la construction : (fig. 64) 
1°) Placer BC = a. 


2°) Tracer une parallèle (A) 
à BC à la distance r. 


3°) Prendre l'intersection de 
(D) avec la branche d’hyper- 
bole d'excentricité 2, relative 
au foyer B, (D) étant la direc- 
trice associée. 


4) Prolonger BI jusqu'au 
point de rencontre J avec (D) 
et joindre CJ. 


Se) Prendre l'intersection A 
de la demi-droite CJ avec la 
symétrique de la demt-droite 
BC par repport à BL. 


157. DISCUSSION. — Les constructions des 1e), 2e), 3e), 4°), sont to 
possibles. Celle du 5°) fournira un ES nec 
point A blen déterminé si les 
demi-droites se coupent, c'est-à- 
dire: B+C<r 3C<r 
# 
ni 
a étant donné, r devra donc être 


Inférieur à la distance à BC du 
point L de la branche d'hyperbole 


= 
tel que I, BC = 60°, (fig. 65). Dans 
ce cas, on a : 


# 
C<—, ou B< 
3 


D'où la condition : 
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158. + EXEMPLE. 
Résoudre un triangle connaissant À, 
8 et sachant que b?— e* = Ka’, K étant 
un nombre positif donné (fig. 66). 
Les ineonnues sont B, C, b, € (K étant 
positif, ona b> «). Elles sont liées par 
A+B+C=T 


a b L) 
l - ee 
3 sin A sin B sin C 
We = Kat 
c 


(4 équations, 4 inconnues) : 
relations nécessaires et suffisantes si C> 0 
ear b> centraîne B> C > 0). 


Fig. 66 


La relation #—c = Ka est homogène par rapport à a, b, c. On peut 
donc remplacer a, b,e, par des quantités proportionnelles : sin A, sin B, sin C. 
D'où : 

sin?B — sin?C = K sinA 
D'où le système partiel déterminant B et C. 
B+C=#r—A a) 
sintB — sin°C — Ksin'A @) 
€) s'écrit encore : 
(in B— sin C) (sin B + sin C) = K sin’A 
—c B+C B+C B—C 


cos sin cos 
2 2 2 


= Ksin'A 


4 sin 


ou sin(B—C) sin(B+C) = Ksin'A 


sin (B— C)sin À = K sin'A 
sin (B—C = K sn A @) 


K sin À nombre positif puisque K > 0 et sin À > 0, est acceptable pour un sinus 
quand : KsinA < 1 


< 
sin A 


Li] 
Si cette condition est remplie, il existe un angle æ tel que 0 < ç < et 
2 


sing = K sin A 
D'où : 
sin (B— C) = sinp 
B—C = où B—C=x— 
D'où, en définitive : 
B+C=7—A où B+C=7r—A 
B—C=9 B—C=r—-9 
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IL vient : 
R—A+ A + 
B = —— B=r— œ 
(&) L (@) 2 
T—A— — À 
ce + =? 
2 2 
1 Li 
Les deux systèmes sont confondus si K = — 
sin À 2 
Connaissant B et C, on obtient alors : 
asinB asin C 
= c= 
sin À sin A 


DISCUSSION. 


1 
1) K 3 ——. (a) est acceptable si C > 0, donc x — À > @, condition 
sin A 
Li T 
remplie si A << — puique x—A>— > q. 
2 2 


r 
SI AD um — A etq étant aigus, r — À > g équivaut à sin A > sinp ou 
sin A> K sin A 


K<1 


Li 
(B) est acceptable si p > A | ce qui nécessite À < 5 
2 


ou sing > sin À 
d'où K>1 


1 
2e) Cas particulie K = — 


sin À 
T 
(8) donne : B—C=— 
2 
Comme B+C=7r—-A 
3 A 
B=——— 
4 
f vient : . 
T A 
C=——— 
4 2 
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L1 
acceptable si À < — 
2 


En résumé : 
1 
Kk> impossible 
sin A 
T 1 
A<— K=— Une solution 
2 sin A 
1 
1<K<— Deux solutions 
sin À 
K<i Une solution 
T KZ 1 0 solution 
A=— 
2 K<1 Une solution 
Li] K>i © solution 
A>— 
2 (0<Kk<1 Une solution 


160. AUTRE MÉTHODE. — On commence par calculer les côtés b et c. 


bet « sont les solutions du système 
at = Bt + c — 2be cos À @) 
B—é = Ka @ 
relations nécessaires et suffisantes si c>0, car b>c entraîne b>0 et 


on sait que trois nombres positifs a, b,e, vériflant a*= dt + 6? — 2bc cos À, 
sont les côtés d'un triangle. 


G) s'écrit encore : Kaï = K (b* + c? — 2bc cos A) 


où bt—c= K (t + ct — 2bc cos A) équation homogène en 
bete. 


Û 
On pose X = —; il vient alors : 
E 
X1 (1— K) + 2KXcos A — (1 + K) = 0 @ 


Puisque b> €, pour que € soit positif, il faut et il suffit que X > 1. X étant une 
racine acceptable de cette équation, on aura : 


[3 a b— Kat 


D'où : 
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On «a ensuite : 


csin A K sinA 

sinC = = —— 

L xXi— 1 

d'où C, angle algu, puisque b > c entraîne B > C 


Alors : 
B=r—A—C 


DISCUSSION. — Tout revient à comparer 1 aux racines de (3) 
A'= K costA + (1— K!) = 1— KsintA, du signe de 1—K sin À 


Œuisque 1 + K sin A > 0) 
A'= 0 pour K = | 


sin À 


A 
Ki) = 2K cos A— 2K = — 4K sin? — < 0 
2 


coeff. X? = 1—K, change de signe pour K = 1 


s KcosA S K cos A 1—K (1 — cos A) 
—=—, ——1- —1= 
2 K—1 2 K—1 K—1 
1 — 2K sin — 
K—1 


S A A 1 
——13>0puri<K< si2sint — < lou sit — < — 
2 2 2 2 


A V2 A 
Anégalité entraînant sin — < —| puisque — est aigu 
2 2 2 


1 1 A A 
< ———, puisque cos — > sin— 
sin A A 2 2 
2 sin — 
2 


On vérifie alors que 


LI 1 Ss 
Donc, si A < — dans l'intervalle [A , oma:—>1 
2 sin A 
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Li 
til A>—: —<1 d'où le tableau 
2 


4 racine 
acceptable 


1 Li 
L'intervalle 1, ——]) disparaît sl À = — 
sin À 2 


162. SOLUTION GÉOMÉTRIQUE. 
Ona: bt— ct = 2a.1H = Ka’ [fg. 66). 
[1 milieu de BC, H pied de la hauteur issue de A] 


Ka Ka 
D'où:  IH= =— 
2 
D'où la eonstruetion : (fig. 67-68) 
JA 
C B 


Fig. 67 


si A < Fe2solutions 
X'< X°<1 
siA> £o solution 


x 
CESSER AT, 
= 
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1°) Tracer un arc capable de l'angle A, admettant BC = a comme corde. 
2e) Par le point H situé par rapport à I du même côté que B et tel que 


Ka 
IH = —, élever une perpendiculaire à BC. 
2 


Un point d'intersection de l’are de cercle et de la droite est le sommet d'un trian- 
ge cherché. 


163. DISCUSSION : 


T a 
1e) Si A > —, la droite coupe l'arc de cercle si 1H < — 
2 2 


K < 1 


r 
2) Si A < —, la droite coupe l'arc de cercle en un point si K < 1, en deux 
2 


points, si, K étant > 1, la distance du centre de l'arc de cercle à la droite est infé- 
a 


rleure ou égale au rayon p = 
2sin A 


(Dans le triangle CAB, on peut 


a 
écrire : = 2). 
sin À 


A 
D'où : 
Ka a 
AN 72 ashA 
M 


LRK - 


B # >» d 


164. 4 EXEMPLE. 


Fig. 69 Résohäre un triangle connaissant 
les trois médianes m, n, p, relatives 
respectivement aux côtés a, b, €. 


Supposons le problème résolu et soit ABC un triangle répondant à la question, 
G le point de concours des médianes (fig. 69). 


Soit E le symétrique de A par rapport à G, 
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1) On porte sur les arêtes du trièdre, à partir du sommet, trois longueurs égales, 
SA = SE = SC. Démontrer, en évaluant de plusieurs façons le volume du tétraë 
dre SABC, les relations : 


sinx . sin a = ninf . sin b = sinÿ. sine. 


2) On mène par le point À un plan perpendiculaire à l'arête SA qui coupe les 

deux autres arêtes en B' et C'. Exprimer, en évaluant de plusieurs façons le volume 
sin a 

du tétraèdre SAB/C/, le rapport —— en fonction des seuls angles précédemment 
sin À 


définis, A représentant dans cette expression la mesure de l’angle dièdre relatif à 
l'arête SA. 


En conclure, en utilisant les résultats démontrés au paragraphe 1), qu'il existe, 
entre les angles dièdres et les faces du trièdre, les relations : 


sina sn sine 


sin A shB s#inc 


B-333. — On appelle triangle pseudorectangle, un triangle dont deux angles 
différent d’un angle droit. Soit ABC un tel triangle : 
ZA T 
C—B = — 
2 


dont le côté BC est fixe de longueur 2a. 


1°) Montrer que la hauteur issue de A est moyenne proportionnelle entre les 
segments qu'elle détermine sur le côté BC. 


Quel est le lieu du sommet À lorsque l'angle CEÀ = & varie? Donner les élé- 
ments caractéristiques de ce lieu et sa tangente en A. 


2e) On considère le cercle circonserit au triangle ABC. Montrer que la tangente 
en À à ce cercle conserve une direction fixe, 

Quel est le lieu de l'orthocentre H du triangle ABC? 

3°) On considère un cercle passant par A et centré sur la hauteur AH. Montrer 
qu'il recoupe AB et AC respectivement en C', B', tels que le triangle AB/C’ soit 
pseudorectangle. Montrer que la droite B'C' a une direction fixe, 

4°) Calculer l'angle CBA = & tel que AB + AC = 21, { étant une longueur 
donnée. Discussion. 


Déterminer numériquement l'angle & dans le cas où [= a (1 + V/3). Quell 
propriété présente alons le triangle ABH? V3). quete 


B-338. — On donne un triangle ABC dans lequel l'angle A est double de 
l'angle B : 

1°) En considérant l'angle B comme varlable, Indiquer les variations des angles 
AetG 


ZA OA 
2e) Dans la même hypothèse (A = 2B), établir la relation qui lie les trois côtés 
du triangle ABC. Démontrer la réciproque. 


8e) Résoudre un triangle ABC, connalssant les côtés BC = 4, AC = b, et 
sachant que l'angle A est le double de l'angle B. 


Faire ensuite la construction du triangle ABC, ainsi définl. 


Cu Pa 
4°) On suppose toujours” — 4B. Trouver les valeurs de l'angle B lorsque 1 
plus grand côté est égal au double du plus petit côté. ge id 
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B-337. — On considère les triangles ABC tels que les hauteurs ls, M, he, 

issues respectivement de À, B, €, solent liées par la relation : 
« 2h = + he 

1°) Quelle relation lie les côtés a, b, «°? Calculer a, connaissant bet c; discuter. 
Le triangle peut-il être Isocèle ? 

2) Quelle relation lie sin A, sinB, sin C? Supposant A donné, calculer B et 
€ ; discuter. 

æ%) Construire le triangle, connalssant à et c, ou bien li et Ac. 


Résoudre un triangle queleonque, connaissant : 


B-338, a la A 

B-339. a Ma A 

B-H0. a [x B—C=72% & angle donné 
BI. a LA B—C= 2% » 
B-942. À la Ma 

B-343. À n ds 

B-34. À a b—c=mh  mnombre donné 
B-345. A on a = Km K nombre donné 
A6. B=2C b c 

B-347. A a s 

B<H8. a B b+e=t Longueur donnée 
B-349. Les angles et une médiane 

B-350. À R r 

B-35L « B b=2%c05B 

Css2. m d 

B-353. «a A b+e=t 

B354. a b+e=t 7 

B355. «a b+c=t M 

B-35. «a b=Ke s K nombre donné 
B-357. « r s 

B358. B=2C a 

B-359. B € LA 

B-360. a 0 B—C= 24 

©3681. a be = mat B—C=12% met @ nombres donnés 
B3%2 a b= me s 

cas. b e R=m 

css. r LA b= me 
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L-365. lu 12 le 

B-366. a BP R {longueur donnée 
B367. PS0 R=kKr A K et ! donnés 
B368 B=2C r a 
B-369. B—C—2% a n 


B<7I. A La LA 
C472. R r n 
C-373. R CA 
B-374 À [2 
B475. b R r 
376. n n re 
B<477. a A 2p 
B<78. R r 2 
B379. 7, A 2p 
B-580. ri r 2p 
B-381. r. " 2p 

LA R 
cos. 2p sn a m et n nombres donnés 


B-383. Les angles d’un triangle vérifient la relation : 
2tBA = t6B + 8C 
1e) Montrer que cette relation équivaut à chacune des suivantes : 
twBtecC=3 
cos (B— C) = 2 cos À 
2e) Etant donné A, calculer B et C. Discuter. 


3°) Etant donné a et b + c = l, résoudre le triangle. 
PAPAS 0! le gle. Discuter. (! longueur 

4°) Calculer, en fonction de a et de A, la longueur de la bissectrice intérie 
issue de À dans le triangle ABC. Mettre son expression sous forme dogarithmique 
et calculer effectivement sa valeur pour a = 15,541 m. et A — 75°41/30/, 


B-384. — Dans un triangle ABC, on désigne par r et r/ les rayons des cercles 
inscrit et exinscrit dans l'angle A, et par À la hauteur relative au côté a. 
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A) Etablir les relations : 
B Le] a 


cotg— + cotg— = — 
2 2 r 


B) 1e) Dans un triangle ABC, on suppose rm =2r. Connaissant en outre 
l'angle À et la hauteur À, on demande de résoudre le triangle. Discuter. 

2+) Construire géométriquement le triangle ABC. Discuter, 

C) Dans un triangle ABC, on suppose B = 20, a et r étant connus, on demande 


de résoudre le triangle. Discuter. 


résoudre un triangle ABC dont on donne le rayon R 


B-385. — On se propose de 
du cercle inscrit et le rayon r' du cercle exinserit 


du cercle circonserit, le rayon r 
dans l'angle A. 
Le triangle étant supposé défini par son côté a et ses angles, calculer R, 1, 7, 
puis établir les formules suivantes : 
À B  C A B C 
r= 4Rain—sin—sin— et 7 = 48R sin — cos — cos — 
2 2 2 2 2 2 
Inversement, R, r, r’, étant donnés, on choisit pour inconnues principales le 
côté a et les angles À, B, C ; écrire le système de conditions nécessaires et suffi- 
santes quelles doivent vérifier. En extraire un système où les seules inconnues 
solent les angles et montrer que les équations de ce système peuvent s'exprimer 
A A B—C 
uniquement à l'aide de sin? — et Cure Calculer les angles en 
2 


signalant, sans les discuter, les conditions de validité des calcals ; calculer ensuite 
les côtés. Enfin, discuter. 


B-386. — On considère l'équation Sme* — 2mr + m— 1— 0, où æ est l'in- 
connue, m un paramètre. 
1e) Pour quelles valeurs de m a-t-elle deux racines z' et 2°? 


18B, = WC, Bet C étant deux angles compris entre 0 
d c'est possible) un triangle ABC ayant ces deux 


2%) On pose 7 = 
et 1809. On fait correspondre (quan: 
angles en B et C. 

= 

Calculer m pour que le troisième angle, A, de ce triangle soft égal à 150. 

L'angle À peut-il être droit ? 

3e) Comment faut-il choisir m pour qu'on puisse poser maintenant 2 = sin B,, 

PRES 
A = sinCy B et C étant deux angles compris entre Os et 90, 


A 
4) Calculer m pour que ‘B, = 30°. Résoudre alors l'équation. 


182 TRIGONOMÉTRIE 


On considère un triangle ABC, ayant des angles B, et C, correspondant à cette 
= 
équation (donc B, = 30°). 


Connalssant le côté B,C; — a, calculer pour ce triangle : le rayon du cercle 
irconserit ; la surface ; le rayon du cercle inscrit, 


C-387, — 1°) Résoudre un triangle ABC, connaissant le rayon R du cercle 
circonserit, le rayon r du cercle inscrit et la différence d = à — c des côtés b = AC 
etc = AB, Discuter. (On prendra comme inconnue les angles du triangle). 

2) Donner une construction géométrique d’un triangle satisfaisant aux condi- 
tions précédentes. On établira pour cela : 

a) que lorsque le cercle inscrit, la droite portant le côté BC et le milieu D de ce 
côté sont donnés dans le plan, le point À décrit une droite À parallèle à ID, I étant 
le centre du cercle inscrit ; 

à) que la puissance du point 1 par rapport au cercle circonserit à ABC est 
égale à — 2 Rr. En déduire que, R étant donné, le point A se trouve sur un cercle (ÿ) 
que l'on déterminera. 


Retrouver ainsi les résultats de la discussion du paragraphe 10). 


B-188. — On considère le triangle ABC et l'on désigne par D, E, F, les points 
où le cercle inscrit de centre I touche respectivement les côtés BC, CA, AB. 

L'angle A, le côté BC = a et le rayon r du cercle étant donnés : 

a) Construire géométriquement le triangle ABC et discuter en prenant r comme 
paramètre ; 

5) Calculer les angles B et C du triangle. 


B-389. — Etant donné un triangle ABC, on appelle AH la hauteur, AD la bis- 
sectrice intérieure et AM la médiane issues de A. Soit O le centre du cercle cireons- 
erit et soit E le point où AD coupe ce cercle. On pose AH = A, AD = d, AO = Fi. 
On désigne les angles du triangle par A, B, C, et l'on suppose B> C. 
1°) O, Met E sont en ligne droite. AD est la bissectrice de l'angle FAO. L'angle 
HAO est'égal à B— C. 
2+) On donne A, d'et R, Construire le triangle HAD puis le point O. En déduire 
la construction du triangle ABC. Discuter les conditions de possibilité. 
3e) Démontrer les relations : 
B—C 
h= des 


=R [we —e@ +0) 


2 


En déduire la recherche des angles B et C, connaissant À, det R. Retrouver ainsi 
les résultats de la discussion de la deuxième question. 


APPLICATION : On donne h=R= V3, d= 2, Trouver les côtés et les 
angles du triangle ABC. 


Montrer que, dans un triangle : 
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A-392. p = R (sin A + sinB + sin C) 
A-393. p— ce = R (sin A + sinB — sin C) 


A B (A 
AR COS — COS — COS — 
2 2 2 


A B  C 
A-395. p — c = 4R sin — sin — cos — 

2° "2: 3 
B-396. (+ c?— a?) tgA = (at + cé — b) tgB 


B-397. Les distances de l'orthocentre aux côtés sont inversement proportion- 
nelles à cos À, cos B, cos C. 


A-394. 


5 
(ll 


B-398. La puissance de l'orthocentre par rapport au cercle circonscrit est 
— 8R? cos A cosB cos C. 


B-399. Les longueurs des médiatrices limitées au centre du cercle circonscrit et 
aux côtés, sont : 
a cotgA beotgB € cotg G 


2 2 2 
CELET) 


A-400. Si G est le centre de gravité : AG° + BG* + CG? = 


A-401. La longueur de la bissectrice intérieure de A est : 
2 Vbep (p — a) 

b+e 
A-402. La longueur de la bissectrice extérieure de À est : 


2 Vbc(p— b)(p—c) 


1è—el 


d = 


d,= 


Au S= Vrranr 


A B c 
A-404. S = r? cotg — cotg — cotg — 
2 2 2 


B-407. rarp + bre + era = Pf 
B-408. ra + ro) (+ re) re +ra) = 4 Rp* 
B-409. (re —r) (m—r) re —r) = 4R® . 
1 1 1 1, æ#+n+ée 
BR RS 
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B-411. 2Rr(a+ b+c) = abe 
BAI2 be = rra + ne 


A-413. On donne deux triangles ABC, A'B/C!, dans lesquels on a: A+ À' = 7, 
B— B'. Montrer que les côtés des deux triangles sont Ilés par : 
ad = bb! + cc. 


A-414. Quelle relation lie les côtés d’un triangle dans lequel À = 2B, 
A=2B+cC. 


B-415. Démontrer que les angles d’un triangle satisfont à l'inégalité : 


8 sin À sin Bsin C < (sin B + sin C)(sin C + sin A) (sin A + sin B) 
Pour quels triangles a-t-on l'égalité ? 


C-416. Dans un triangle ABC, l'angle A est donné, et les côtés c, a, b, rangés 
par ordre de grandeur croissante ont des différences données par : 
b—a=s, a—c= 725, s étant une longueur donnée. On pro- 
pose de résoudre le triangle. 


1:) On posera d'abord : B—C= 2%, @ étant un angle inconnu 
auxiliaire ; on établir l'égalité : 


sinœ 
x—A 
et l'on montrera que a doit être compris entre O et 


2e) Former ensuite l'équation donnant 4; montrer qu'elle peut se 
mettre sous la forme : 


usina + vcosx — 3sin A = 0 


u et v étant des constantes. Etudier les variations de son premier 
r—A 


membre /(x) quand æ varie de 0 à 


8°) Discuter le problème de la résolution du triangle. Montrer que A 
doit être inférieur à un angle maximum. Calculer, dans le cas où A 
est égal à ce maximum, les valeurs de cos A, cos B, cos G. 


C-417. Résoudre un triangle connalssant a, A, ##, + (b— ©} = m 


CHAPITRE IX 


QUADRILATÈRE CONVEXE INSCRIPTIBLE 


166. CALCUL D'UN ANGLE EN FONCTION DES COTÉS. — Soit ABCD un 
quadrilatère convexe inscriptible, où A, B, C, D, sont les sommets que rencontre 
successivement un mobile qui parcourt 
le périmètre en se déplaçant toujours 
dans le même sens (fig. 70). 

On pose : 

AB=a, BC=b, CD=e, DA=d, 
et on désigne par u la diagonale BD, par 
v la diagonale AC. 
Pour que le quadrilatère soft convexe 
et inscriptible, {1 faut et suffit : 
1°) que les triangles BAD et BCD 
solent de part et d'autre de BD, 
Fig. 70 2e) que A+C=T 


Dans le triangle ABD, on peut écrire : 
= a + dt — 2ad cos À «@ 
et, dans le triangle BCD : 
om D + € — 2be cos C 
= M + @ + 2becos À @) (car C=T— A) 
De (1) et (2) on déduit : 
ai + d' —/2ad cos À = D + et + 2bc cos À 


a+m—n—ce 


D'où : cos À = @) 


2 (ad + be) 


La remarque faite (4 135) au cours de la résolution du 8* cas classique s'applique 
Ael et l'on transforme (3) : 


Qad + 2be—a— ++  (b+c)—(a-df 
Xad + bc) 2 (ad + be) 


A 
2 sin — = 1 — cos À = 
2 
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A (@+b+c—d) (b+c+d—a) 

240 — = «) 
2 2 (ad + bc) 


2ad + 2e + a+ M—D—E (a+ d}—(b—c) 


A 
2008 — = 1+ cos A = 
2 2 (ad + be) 2 (ad + be) 
A (a+b+d—c) (a+e+d—b) 
2 cos — = 
2 2 (ad + be) 


&) 


En divisant membre à membre (4) par (5), il vient : 


A @+b+e—d) (b+c+d—a) 
a —— (6) 
2. (@+b+d—c{(a+c+d—b) 


Posons 2p=a+b+c+d, (6) s'écrit : 


A  (p—a) (p—d) 
LE — = —————— (6’) 
2 (— b) (p—c) 


Sans restreindre le problème, on peut supposer que a dési gran 
nombres a, b, €, d. F RP Lu peine nas 


Alors, p— b, P—G P— d, sont nécessairement positifs et le second membre 
de (6) ‘sera positif si : 


A 
Si cette condition est réalisée, en tenant compte du fait que — est un 
2 
Li 
angle compris entre 0 et — de tangente positive, (6/) s'écrit : 
2 
A Œ@—c) (p—4d) 
u— = ——— 
2 @— DH (p—e) 
formule qui détermine —, donc A de manière unique, 
2 
On aurait de même : 
B Œ@—t) (p—a) 
t@— = \/ 
2 (p— d) (p—c) 


On peut alors déterminer le triangle BAD dont on connaît À 
côtés a, d, qui comprennent cet angle. FRERE AeL NES deu 


De même, le triangle BCD est connu puisque C = #— À 
les côtés donnés b et c. ES a temps ones 


En Juxtaposant convenablement les deux triangles, on constitue le quadrila- 
tère convexe Inseriptible unique, à un déplacement près dans l'espace, ayant pour 
côtés consécutifs a, b, c, d (puls dans l'ordre a, b, €, @. 
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167. THÉORÈME : I existe un quadrilatère convexe inseriptible et un seul 
ayant pour côtés eonséeutifs 4 nombres a, b, €, d, donnés, tels que le plus grand 
d'entre eux soit inférieur à la somme des autres. 


188. CALCUL DES DIAGONALES. — Ecrivons (1) en tenant compte de (3), 
il vient : 


M =a+d— 


Zad (at + d'—b— ct) 


2 (ad + be) 
2 {a+ d*) (ad + be) — Dad (a? + d— 1 — c?) 


2 (ad + be) 
Cat + d*) be + (b* + ©) ad atbe + d? be + b? ad + € ad 


ou : = 


ad + ad + be 


ab (ac + bd) + cd (ac + bd) 


= 
ad + be 
(ab + cd) (ac + ba) - 
D ————— (8) 
ad + be 
En posant : AC =», on obtient de même : 
(ac + bd) (be + ad) 
D = ————— @) 


ab + cd 


En multipliant membre à membre (8) par (9), il vient : 
un = (ac + bd) 


169. THÉORÈME : Dans un quadrilatère convexe Inseriptible, le produit des 
diagonales est égal à la somme des prodults des côtés opposés. 
(Voir Géométrie $ 214). 
170. En divisant membre à membre (8) et (9), il vient : 
ut (ab + cdÿt 


D Cd +6 


THÉORÈME: Dans un quadriistère convexe Inseriptible, le rapport des 
diagonales est égal au rapport des sommes des produits des côtés issus des extrémités 


des diagonales correspondantes. 


188 TRIGONOMÉTRIE 
171. AIRE. — Aire ABCD = aire ABD + aire BCD 
ad sin A be sin A 


+ 
2 2 


1 
S = — (ad + b) sin A 
2 


A A 
= G@d + be) sin — cos — 
2 2 


Or, des relations (4) et (5), on tire : 
A A (a @—b @—0 (p—d 
sinè— cos — = 
Cd + be} 


S = Va P—5 p—9 p—4 


172. RAYON DU CERCLE CIRCONSCRIT. — Le cercle circonserit ayant pour 
rayon R, on peut écrire : 


D'où, finalement : 


u 
= 2R 


sin A x 


A A 2 Cab + cd) (ac + bd) 
Mais: sin À = 2sin— cos— = et u= 
2 2 ad+b ad + be 


D'où : 4RS = W{ab + cd) (ac + bd) (ad + be) 


Exercices Non 418 à 422. 


EXERCICES 


C-418. — Résoudre un quadrilatère convexe inscriptible et circonscriptible 
connaissant ses angles et son périmètre 2p. 


B-419. — Dans un trapèze isocèle ABCD, on donne AB = 24, l'angle & des 
diagonales dont la longueur est z. 

1°) Calculer z en fonction de a et & pour que le trapèze soit circonscriptible à 
un cercle. 

2°) Etudier la variation de la somme des carrés des côtés du trapèze quand x 
varie, 


C-420. — Dans un quadrilatère convexe ABCD, on donne deux côtés opposés 
AB = a, CD = b, les angles Bet D droits et l'angle À < E Calculer AD 
BC et la surface. Discuter. è 

C-421. — Résoudre un trapèze connalssant les angles et les diagonales. 


C-422. — Déterminer les éléments d'un quadrilatère convexe circonscrit à un 
cercle, connaissant trois de ses côtés. 
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Formules donnant les éléments d’un triangle. 


B G 
cotg— + cotg— 
2 2 


B 
n= = ptg — = (p—c) cotg — 
L B +C FES 2 
Sn — 
2 
asinB sinC asinB sin C 
ds — da = 


B—C G—C) 


sin (B + C) ur 


sin (B + C) sin 


2 + 2c — a 


VE— a) G— +) (p—c0)(p—4) 
Cab + cd) (ac + bd) (ad + bc) 


TABLE DES MATIÈRES 


PRÉFACE. . 


CHAPITRE 


D 
1) 


CHAPITRE 
D 

Hi) 

Il) 

IV) 

V) 


CHAPITRE 
L)) 


1) 


CHAPITRE 


D 
1) 
Hi) 
IV) 


CHAPITRE 


CHAPITRE 


D 
11) 


CHAPITRE 
D 
Il) 


CHAPITRE 


D 
In 


CHAPITRE 


L — Arcs. Angles ; 
Arcs orientés sur un cercle . 
Angles orientés. . : 
Exercices . 


IL — Fonctions circulaires 5 

Définition des fonctions circulaires 

Fonctions circulaires d’un arc terminé dans le premier ‘quadrant 
Fonctions circulaires des arcs associés . PAPAS RES 
Projections orthogonales : 

Variations des fonctions circulaires. 

Exercices . DE 


III. — Formules de {ransformalion . ; 

Lignes trigonométriques de la somme (ou de la différence) de 
deux arcs . Ê - a Chi t dde dr LS 1608. de 

Formules de transformation 

Exercices . se 


IV. — Types classiques d'équations trigonométriques ; 
Equation du 2° degré par rapport à une fonction circulaire. 
Equation de la forme acosxz + bsinxz = c.. -s 
Equations se ramenant à la forme précédente . 

Autres exemples dÉqAons FROM EnAUes 

Exercices . . CRE A 


V. — Inéquations trigonométriques 
Exercices . 


VI. — Systèmes usuels d'équalions trigonométriques . . 

Systèmes -classiques. . . . 

Systèmes caractéristiques reliant les angles et les ‘côtés ‘au 
triangle . . DA de sg à a ee SE, 2 

Exercices . 

Formulaire de trigonométrie. es 

Table des valeurs des rapports trigonométriques des ‘angles aigus 


VII. — Résolution des cas classiques des triangles 
Définition . ‘ 

Cas classiques de résolution des ‘triangles 

VIIL — Résolutions des triangles (cas non classiques) 


Relations trigonométriques remarquables d'un triangle 
Exemples de cas non classiques de résolution des triangles. 
Exercices (résolution de triangles) . PET 


IX. — Quadrilatère convexe inscriplible . 


Exercices . 
Formules &onnant les éléments d'u un ‘triangle . 


93 


104 


105 
105 


110 
114 
136 
139 
141 
141 
141 


156 


156 
162 
177 


185 
188 
189 


&) 


IMPRIMERIE ARTISTIQUE EN COULEURS, 58, Kue Victor-Lagrange, LYON-7* 
Dépôt légal: Imprimeur n° 895 - 4-64 - Editeur n° 267 - 4-64 


